Programtervezo informatikus BSc (2021) zdarovizsga tételek

Matematikai és szamitastudomanyi ismeretek:

1.1. Diszkrét és folytonos valosziniiségi eloszlas fogalma. Nevezetes
eloszlasok: binomialis, Poisson, egyenletes, exponencialis, normalis.

Mateking epizddok:

Az eloszlasfiiggvény

A sturiségfliggvény

A binomialis eloszlas

A Poisson eloszlas

Egyenletes, exponencialis, normalis eloszldsok

Diszkrét valoszintiségi eloszlas:
Olyan valdsziniiségi eloszlas, melyben a valdszinliségi valtozok csak véges szamu értéket vehetnek
fel, azaz diszkrétet.

A valosziniiségek 6sszege mindig 1.

Valosziniiségi méré — Véges

Q: Mintatér — Osszes kimenetel

A: Q bizonyos részhalmaza, a megtortént események

Eseményalgebra: Események csaladja, Q részhalmazainak egy o algebraja
P: Valoszintiség

Véges eloszlas esetén megfeleltetés van diszkrét eloszlasok és megszamlalhato valoszintiségi mezok
kozott.

Diszkrét valosziniiségi viltozo:

Diszkrétnek nevezziik azokat a valosziniiségi valtozokat, amik megszamlalhatoan sok értéket vesznek
fel. Ez azt jelenti, hogy vagy véges sokat, vagy végtelent, de ugy, hogy fel tudjuk sorolni az értékeit.

Eloszlasfiiggvény:
Az X valbszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye:
F(x)= P(X < x)

Ha az X valosziniségi valtozo diszkrét és értekei X = a, X = b, X = c, akkor az eloszlasfiiggvény
mindig egy lépcsdzetes fliggvény, ami minden szdmnal pontosan akkorat ugrik, mint az adott szam
valdszintisége, amig el nem érjiik az 1-et.

F(x)= {0, hax<aP(X = a), haa < x<bP(X =a)+ P(X =b), hab < x<c .. 1
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Ez egy valds, monoton novekvo, balrol folytonos fiiggvény, ami minden tetszéleges valtozonak van.

Folytonos valosziniiségi eloszlas:

Olyan valoszintiségi eloszlas, melyben a valdszinliségi valtozok végtelen szamu értéket vehetnek fel,
vagyis megszamlalhatatlant.

Folytonos valosziniiségi valtozo:

Folytonosnak nevezziikk azokat a valdszinliségi valtozokat, amik folytonos mennyiségeket mérnek,
ilyen példaul az id6, a tdvolsag. Ebben az esetben az eloszlas fliggvény is mindig folytonos fliggvény
lesz.

Eloszlasfiiggvény:

Ha az Xvaloszinliségi valtozo folytonos, akkor aza és b szamok kozott barmilyen valds értéket
felvehet. Ilyenkor az eloszlasfiiggvény is folytonos, ami a-ig nullat vesz fel, a és b kozt ndvekszik és b
utan végig egyet vesz fel. Vagyis ahol az X valoszintiségi valtozo miikodik, ott a fliggvény életre kel,
el6tte és utana pedig hibernalt allapotban van.
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Stiriisegfiiggveény:
Strtiségfliggvénye csak folytonos valdszintiségi valtozoknak van.

A siraségfiiggvény ugy miikodik, hogy a valoszinliségeket a gorbe alatti teriiletek adjak meg. Az
eloszlasfiiggvény jele F(x) volt, a slirliségfiiggvény jele f{x). Az a < X < b valosziniiség éppen a gorbe
alatti teriilet a-tol b-ig.

b
P(a < X < b)= [ f(x)dx
a
Ha az X < a valoszinliséget szeretnénk kiszamolni:
a
PX <a)= [ f(x)dx

Ha a b < X val6szinliséget:
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Pb < X)= [ f(x)dx
b

A SURUSEGFUGGVENY TULAJIDONSAGAL:
+0o0

I,f(.r)n‘x =1
—on

nem negativ

Ha ezt a harom tertiiletet 6sszeadjuk, akkor éppen a
teljes gorbe alatti teriiletet kapjuk, ami a 100%-ot jelenti, igy hat ez a teriilet éppen 1.

Binomialis eloszlas:

Egymastol teljesen fliggetlen eseményekbdl allo diszkrét valoszinliségi eloszlas.

Ezt a képletet hivjuk binomialis eloszlasnak:

PX =k)= (%) X pk x (1 — p)n_k, ahol n a kisérletek szama, k a sikeres kisérletek szama, p pedig
a sikeres kisérlet valoszinisége.

Visszatevéses mintavétel:

Visszatevéses mintavételrdl beszéliink, ha egy p valdszinliségli elem tobbszori kihtizasanak esélyét
vizsgaljuk ugy, hogy ha kihuzunk egy ilyen elemet, akkor ezt kovetéen azt visszarakjuk.

Példéaul ha azt vizsgaljuk, hogy egy kosarban van 8 piros és 5 kék golyd, és mennyi a valoszintisége,
hogy haromszor hiizva két piros és egy kék golyot huznank ugy, hogy a kihuzott golyokat mindig
visszatessziik, akkor az egy visszatevéses mintavétel.

A visszatevéses mintavételhez kapcsolodo eloszlas a binomialis eloszlas.
Varhato érték: E(X) = nXxp

Széras: D(X) = \lnxpx(1 — p)

Hipergeometriai eloszlas:

A hipergeometriai eloszlas a visszatevés nélkiili mintavételhez kapcsolddd diszkrét valdsziniségi
eloszlas, aminek képlete:

Visszatevés nélkiili mintavétel

A visszatevés nélkiili mintavétel tipikus példaja, hogy van egy doboz, benne N darab elem. Koziiliik K
darab valamilyen tulajdonsagu, az egyszeriiség kedvéért hivjuk selejtesnek. Mondjuk sarga vagy szép
vagy ronda. Kihuzunk n darab elemet, és ez a képlet meg fogja nekiink mondani, hogy mekkora az
esélye, hogy koziilikk k£ darab a vizsgalt tulajdonsagu.

Varhat6 érték: E(X) = nx—

A = X _ X
Széras: D(X) =~ [nx - X (1 N)x



Poisson eloszlas:

A Poisson eloszlas egy diszkrét eloszlas, ahol elére ismert a varhato érték, és a valosziniiségi valtozo
nem korlatos, vagyis tetszoleges barmilyen nagy érték is lehet.

Példaul valamilyen anyagban a hibak szdma, vagy egy adott id6 alatt bekdvetkezd események szama.
A Poisson eloszlasos feladatokban altalaban valamilyen szazalék vagy ardny vagy varhato érték vagy
atlag vagy valosziniiség van megadva. Mondjuk egy konyvben az oldalak 80%-aban nincs hiba, vagy
az 20 méter hosszl ruhaszévetek harmadaban nincs hiba, vagy egy lizletben éranként varhatéan 13
vevo érkezik, vagy egy bankban percenként atlag 24 tranzakcié torténik, vagy 0,2 a valdszinisége,
hogy 10 perc alatt nem érkezik segélyhivas. Ezek mind Poisson eloszlasok, ahol az X nem korlatos
diszkrét valosziniiségi valtozo.

k —
PX = k)=2e"

Varhato érték: E(X) = A
Széras: D(X) = /A
Egyenletes eloszlas:

Az egyenletes eloszlas egy folytonos eloszlas, amiben a megadott intervallumon belil a
részintervallumba esés valosziniisége egyenld a részintervallum és egész intervallum aranyaval.

Eloszlasfiiggvénye:
F(x) = {0, hax<a z:z, haa < x<b1, hab < x
Stiriségfiiggvénye:
{Tla' haa < x < b0, kiilonben

a+b
2

Varhato érték: E(X) =

Szoéras: D(X) = %

Exponencialis eloszlas:

Az exponencidlis eloszlas egy folytonos eloszlas egymastol fiiggetlen események kozotti iddtartamok
modellezésére, ahol az atlagos bekovetkezési gyakorisag allando.

Eloszlasfiiggvénye:
F(x)= {0, hax<01 — e ™ ha0 < #x
Stiriségfiiggvénye:
FG) = {0, hax<0xe ™, ha0 < #x

Varhat6 érték: E(X) = —



Szoras: D(X) =+
Normalis (Gauss) eloszlas:

A normalis eloszlas egy folytonos eloszlas, amit masnéven haranggorbe eloszlasnak is neveznek, mert
szimmetrikus.

Stiriségfiiggvénye (Nem lehet integrdlni):

fe=—te

T e
Viérhato érték: E(X) = p
Széras: D(X)= o
Standard normadlis eloszlas (Normalis eloszlds [0, 1] intervallumon):

Statisztika egyik alapkove. P(z) D(z)
» WRly N
0,0 0,5000 1,6 0,9452

— 0,2 0,5793 1,8 0,9641
F(X) = cb(" “)

o 0,4 0,6554 | 2,0 09772
0,6 0,7257 2,2 0,9861
0,8 0,7881 | 2.4 09918

Eloszlasfiiggvénye (Tablazat):

Siiriiségfiiggvénye: 1,0 08413 | 2,6 09953
1,2 0,8849 | 2.8 09974
1 5 14 09192 | 3,0 09987

fx)=—=e

\2m

Varhat6 érték: E(X) = 0
Szoras: D(X) =1



1.2. Adatszerkezetekkel kapcsolatos alapfogalmak
Alapfogalmak és Osztalyozas

e Absztrakcio: Nyelvfiiggé és implementacios részletek elrejtése azzal, hogy egy logikai
modellel abrazoljuk altalanosan a problémat.

e Absztrakt adatszerkezet: Az adatelemek és a kdztiik 1év6 kapcsolatok logikai modellje, mely
fiiggetlen az adattarolas fizikai megvalositasatol.

Sziikséges fogalmak:

o Adatszerkezetek részei:
o Adatelemek
o Muveletek

= Létrehozas

» Elem elérése

=  Modositas
v/ Hozzaadas
v’ Csere
v Torlés

=  Opcionalisan
v’ Rendezés
v’ Keresés
v/ Bejaras

o Reprezentaciod
o Kapcsolatok.

o Adatszerkezetek osztalyozasa:

o Elemtipus alapjan: Homogén (azonos tipusu elemek) / Heterogén (kiilonb5z6 tipusa
elemek).

o Elemszam alapjan: Statikus (fix, eldre definialt) / Dinamikus (valtozhat).

o Kapcsolat alapjan: Szekvencialis (linearis), Hierarchikus (sziil6-gyerek), Struktira
nélkiili (nincs explicit kapcsolat), Halos (graf-szerii), Asszociativ (kulcs-érték parok).

o Reprezentaci6 (memoriabeli elhelyezkedés) alapjan: Folytonos (memoridban
egymast kovetden, pl. vektor) / Szétszort (memoridban rendszerteleniil, lancolt
elemekkel, pl. pointerekkel).

Elemi adatszerkezetek
1. Lista

e Tulajdonsagok: Homogén, szekvencialis, dinamikus, szétszort .



Felépités: Minden elemének van egy értéke és egy mutatdja (pointere) a kdvetkezo elemre,
duplan lancolt listanal kettd (eloz6 és kovetkezo elemre).
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e Miiveletek:
Keresés / Elérés: Linearis kereséssel megkeresi a listaban az els6 eléfordulast.

@)
o Beszuras: Az elemet beszurja az adott helyre, a mutatokat (pointereket) atallitja.
o Torlés: Megkeresi az elemet, a memoriat felszabaditja, a pointereket igazitja.
2. Verem (Stack)
e Tulajdonsagok: Homogén, dinamikus, szekvencialis, folytonos.
e Miikodési elv: LIFO (Last In First Out) — Mindig a legutoljara berakott elemet adja vissza.

Csak a verem tetejéhez (Top) fériink hozza.
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e Miiveletek:

o Push (Besziras): Hozzaadjuk az elemet a verem tetejéhez.

o Pop (Kivétel/Torlés): A verem tetején 1évo elemet levessziik.

3. Sor (Queue)

e Tulajdonsagok: Homogén, dinamikus, szekvencialis, folytonos .

Miikddési elv: FIFO (First In First Out) — Mindig a leghamarabb berakott elemet adja vissza.
Két valtozot tart nyilvan: Fej (Head - legrégebbi elem) €s Farok (Tail - legujabb elem) .

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

0 15/6(9|8 |4
%4 71
Qhead 7 Ia:l 12

e Miiveletek:



o Enqueue (Besziiras): Elem beszurasa a sor végére (ez lesz az 0j farok).

o Dequeue (Kivétel/Torlés): Sor elején 1évo elemet (Fej) kiveszi.

e Tipusok a megvaldsitas szerint:

o Naiv sor: Vektorban taroljuk, minden elem fix helyen van (magas memoriaigény, nem

hatékony).

o Sétalo sor: Elem hozzaadasakor/torlésekor az elemeket mozgatjuk a vektorban.

o Ciklikus sor: A vektort korkorosen (ciklikusan) hasznaljuk, a mutatok korbeérnek.
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o [ 156984
A A

Q.head =1 Q.tail = 12
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o315 15]6 98417
A A
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Halmaz, Multihalmaz, To6mb
1. Halmaz

e Tulajdonsagok: Homogén, struktira nélkiili,

megkiilonboztethetd elemekbdl all (nincs ismétlodés) .

dinamikus,

folytonos.

Egymastol

e Reprezentacio: Binaris reprezentacid (bitvektor). Ha tudjuk a lehetséges értékeket, nagyon
hatékony. (pl. egy 10 elemii univerzumban egy 10 bites szam jelzi, hogy mi van benne és mi

nincs ).
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e Miiveletek (Logikai miiveletekkel):
o Uni6: Bitenkénti logikai VAGY.



A={0,3,4,5,6,8}, B={1,3,59}.

Az A halmaz reprezentacigja:

10/ 0/ 1|1f1]1/0/|1]0
01 2 3 45 6 7 8 9

A B halmaz reprezenticidja:

of1]of1Jo]1]ofof0]1
01 2 3 45 6 7 8 9
Az A és B halmazok uniéjanak kiszamitasdhoz a logikai
(bitenkénti) vagy miiveletet hasznaljuk:

[1]

[1]

110
2

1] [0]
01 7

1111 11
34 5 6 g8 9
o Metszet: Bitenkénti logikai ES.
o Kiilonbség: A és NEM B (bitenkénti AND NOT).
o Beszuras: Unid egyelemii halmazzal.
o Torlés: Kiilonbség egyelemii halmazzal.
2. Multihalmaz
e Tulajdonsag: Olyan halmaz, amiben egy elem tobbszor is el6fordulhat.

e Reprezentacié: Nem binaris. Azt taroljuk el, hogy az adott elem hanyszor fordul el6 a
halmazban (darabszamok tombje).

3. Tomb (Vektor és Matrix)

e Tulajdonsagok: Homogén, statikus, asszociativ, folytonos . Elére meghatarozott méreti,
minden elemet egy (vagy tobb) index azonosit egyértelmiien.

e Vektor (1D): Egydimenzids tomb, egymast kovetd elemek a memoriaban.
e Matrix (2D): Kétdimenzids tomb.

o Sorfolytonos reprezentacié: Soronként taroljuk egymas utan az elemeket.

Legyen M a kovetkezd matrix:

1 3 4 5
16 |11 |8 |5 22
2112 | 9 2 1211 6

3|1 |5 |24]2]09

Ekkor az M matrix sorfolytonos reprezentacidja:

1. sor 2. sor 3. sor

[6]1i[s[s[22]12]9[2]2[6 1[5 [24]2709
1 2 3 4 7 9 10 11 12 13 14 15

Tarolni kell tovdbbd a matrix méretét: (3,5).

o Oszlopfolytonos reprezentacié: Oszloponként taroljuk egymas utan az elemeket.



Preorder: 1,2,3,4,5,6,7,8,9
Inorder:  2,1,5,4,7,6,8,3,9
Postorder: 2,5,7,8,6,4,9,3,1
A bejaras nem tekintheté

folytonos reprezentacionak,
mivel nem egyértelmii.

Legyen M a kovetkezd matrix:

1 2 3 4 5
1 i} 11 B8 5 22
2|12 9 2 21 6
3/ 1524|2109

Ekkor az M mdtrix oszlopfolytonos reprezenticidja:

1. aszlop 2. oszlop 3. oszlop 4. oszlop 5. oszlop

2[2a[ 5 [21]2[22]6 ][9]
8 9 10 11 12 13 14 15

[6]12]1]11]9]
1 5

5|8
2 3 4 6 7

Tarolni kell tovdbbd a matrix méretét: (3,5).

e Ritka matrix: Olyan matrix, aminek az elemei nagyrészt nullak. Memoriaspdrolas céljabol
csak a nem nulla elemeket taroljuk egy 3 oszlopos tabldban: [Sor, Oszlop, Erték]. Akkor éri
meg hasznalni, ha a nem nulla elemek szama sokkal kisebb, mint a matrix mérete.

Legyen M az alabbi ritka matrix:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
1fo0j0|0|3|0|0] 0 |0fO|O 0 0 0 0
2|/0|0j0|0|0|0|11|0|0]| O 0 0 9 0
3|0|5|0|0|0|0]O0]|O|0O]| O 0 0 0 0
4/0|0j0|0|0O|0]O0O|O|O]0O]|25]| 0 0 0

Ekkor az M ritka méatrix 3 soros reprezentdcidja:

sor | 1| 2 2 3| 4
oszlop [ 4 | 7 [ 13 |2 |11
érték | 3 |11 | 9 | 5|25

Tarolni kell tovabba a matrix méretét: (4,14).

Fak (Trees)

o Tulajdonsagok: Homogén, dinamikus, hierarchikus. Csticsok (csomopontok) és a koztiik 1évo
élek alkotjak.

e Fdbb fogalmak: Gyokér, Levelek. Barmely csticsba pontosan egy ut vezet.

e Reprezentacio: Folytonos (hierarchikus lista) vagy Szétszort (pointeres).



Binaris fa bejarasok

A fa minden csucsat pontosan egyszer latogatjuk meg.
1. Preorder: Gyokér — Bal részfa — Jobb részfa.
2. Inorder: Bal részfa — Gydkér — Jobb részfa.
3. Postorder: Bal részfa — Jobb részfa — Gyokér.

o  Megjegyzés: Kifejezésfak (matematikai miiveletek fai) esetén a bejardasok adjak meg a prefix,
infix és postfix matematikai jeloléseket.

Prefix: +5/%2-743
Infix:  542*%7-4/3
Postfix: 5274-*3/+
Kifejezésfa esetén mind a prefix

mind pedig a postfix bejaras
egyértelm(.

Keresofak

e Binaris kereséfa: Olyan binaris fa, ahol minden cstcsra igaz: a tOle balra 1évd részfaban
kisebb, a tole jobbra 1évo részfaban nagyobb értékek talalhatok.

o Miveletek:

= Keresés: Ha a keresett szam kisebb, mint a csiucs — balra, ha nagyobb —
jobbra.
= Beszuras: Ha a keresett szam kisebb, mint a cstcs — balra, ha nagyobb —
jobbra, amig nem taldlunk egy gyerek nélkiili csucsot.
» Torleés
v/ Hanincs gyerek — Toroljiik
v/ Ha 1 gyerek van — A gyerek keriil az X helyére.

v/ Ha 2 gyerek van — A bal részfa legnagyobb eleme kertil az X helyére.

o Probléma: Kiegyensulyozatlan lehet (pl. lancolt listava fajul), ekkor a
keresés/beszliras nem logaritmikus, hanem linearis idejii lesz.
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Logaritmus!

Linedris,

e Kiegyensilyozott keresdfa:
Olyan fa, ahol barmely csucs bal és jobb részfajanak magassagkiilonbsége maximum 1.

A miveletek O(n) idében megvalosithatoak, de a hozzaadas és torlés elronthatja az
egyensulyt.

e AVL fa (Onkiegyensiilyozo fa):
o Folytonos, vagy lancolt reprezentacio.
o Egyensulyfaktor: jobboldali és baloldali részfa magassaganak kiilonbsége.

o Ha beszards vagy torlés utdn megbomlik az egyensuly, ujraszdmoljuk ¢és
forgatasokkal (Left-Left, Right-Right, Left-Right, Right-Left) allitjuk helyre. Ezzel
garantalja a gyors, logaritmikus miiveleti id6t.

Left Right Case Left Left Case Balanced

A4

A A

Left Left Case Balanced




Right Right Case Balanced

A

Righl Left Case ﬁighhl Case Iled
A A
(; A AN 4
(a) (5)

A B y

Piros-Fekete fa:

o Binaris kereséfa, ahol minden csucshoz 1 bit extra info (szin: piros vagy fekete)
tartozik.

o Szabalyok: 1. Minden csucs piros vagy fekete. 2. A gyokér fekete. 3. Minden NIL
levél fekete. 4. Minden piros csticsnak mindkét gyereke fekete. 5. Barmely csticstol a
levelekig vezetd utakon ugyanannyi fekete cstics van.

B-fa

Olyan keresofak, melyek merevlemezes hattértarakon torténd adatok kezelésére alakitottak ki
(Nem HDD-n is jok). A cél a lehetd legkevesebb lemezmiivelet. Nem binaris fak, lapozasok
minimalizalasa a cél. A B-fa magassagat az hatarozza meg, hanyszor fordulunk hattértarhoz.

Tulajdonsagok:
o Minden fanak van foka — ¢, melyet mi adunk meg.
o Minden csucsnak gyokér kivételével #-7 értéke van.
o Minden csticsnak 2¢-1 értéke van.
o Minden csucsnak levelet kivéve pontosan kulcst1 gyereke van, ahol a kulcs a

cstcsban 1évo elemek szama.
o Minden levél ugyanazon a szinten van.

Elagazasi tényezo:

o Csucsok gyerekeinek a szama — [50 - 2000]
o Minél nagyobb, annil alacsonyabb (a fa) — Hattértaron torténd olvasas szama
csokken.

B-fa magassaga:
Barmely n kulcsot tartalmazé (n>1), t>2 minimalis fokszamt B-fa magassaga:

n+1
<
h= 2

T.root

1 node,
1000 keys

1001 nodes,
1,001,000 keys

1,002,001 nodes,
1,002,001,000 keys



Grafok
e Graf: Csucsok és élek véges halmaza.

e Iranyitatlan graf: Az éleknek nincs irdnyuk (a csucsparok rendezetlenek).

V.E), ahol V ={1,2,3,4,5,6.7.8,9}, és 7
(1,2),(1,5),(1,9),(2,3).(2.5),(3.4),(3.7),(4.6),(8,9)}.

m o
Il

o Reprezentaciés modok:

» Szomszédsagi lista: Minden csucshoz egy listaban taroljuk, hogy mely

csucsokkal van Gsszekotve.

(1) (2) 1]
A A\’_ 2
e
@

» Szomszédsagi matrix: Egy 2D-s tomb (M), ahol M[i][j] = 1, ha van él az i és
J csucs kozott, egyébként 0.

1 2 3 45
1/0 1 0 0 1

@ (2) 2/1 0 1 1 1
(3) 3|0 1010

4(0 11 01

o o 5/1 1010

2,3,4,5.6,7,8,0}, és
(1.2).(2.3),(2.5).(3.2). (3.4). (4.3). (4.5), (5,1). (5.2),
(6.4). (7.3).(8.9), (9. 1)}

o Reprezentaciéos médok:



= Szomszédsagi lista

1| 2] F{a]/]
2 [ {5]/
O—@ O 3L FE7
‘ 4| ™2/
5_—'“4/
o o “ ﬁ_—-‘:ﬁ/
= Szomszédsagi matrix
1 23456
11010100
o o o 2(0 000 1 0
3]0 000 1 1
4010000
5000100
(a) (s) 6]> 6looo0o0o0 1]

« Ellista (Edge List): Ritka grafok esetén érdemes hasznalni, csak a meglévé

¢leket sorolja fel (hasonldan a ritka matrix logikajahoz).



2.1. Valosziniség fogalma és kiszamitasanak kombinatorikus maodszerei
(permutaciok, variaciok, kombinaciok). Feltételes valoszintiség,
fiiggetlenség, Bayes-formula.

Valoésziniiség fogalma

e Véletlen tomegjelenség: Olyan jelenség, melynek eredménye nem determinisztikus (nem
josolhatd meg elére pontosan), de sokszori megismétlés esetén  statisztikai
torvényszeriségeket mutat.

e Kilasszikus valésziniiség: A valosziniséget az Osszes lehetséges eset és a kedvezd esetek
szdmanak hanyadosaként kapjuk meg (feltéve, hogy az elemi események egyenld
valdszintiségliek).

e Valoésziniiségi mezo (Q, A, P):
o Q (Mintatér): Az sszes lehetséges kimenetel halmaza.
o A (Eseményalgebra): Q bizonyos részhalmazai, a megfigyelhet6 események.
o P (Valosziniiség): Minden eseményhez hozzarendel egy 0<P(A)<1 koz6tti szamot.
o Axiomak (Kolmogorov):
1. Barmely A esemény valdsziniisége: 0<P(4)<1.
2. A biztos esemény (mintatér) valoszintisége: P(Q2) = 1.
3. Ha A v A » ...An egymast paronként kizard (diszjunkt) események, akkor Osszegiik
valdszinlisége megegyezik a valdszinliségeik 0sszegével:

P(A4,UAU.UA )= P(A )+ P(4) + .. + P(A)

Kombinatorikus médszerek
e Permuticio (Sorbarendezés):
o Ismétlés nélkiili: n darab kiilonb6z6 elem Gsszes lehetséges sorrendje. Szama:

P =n!
n

o Ismétléses: n darab elem sorrendje, ahol vannak megegyezdek (k1’ k2 ... db azonos).
Szama:

P(kl, ky k) .

n kllxkzlx...xki!
e Variacio (Kivalasztas - szamit a sorrend):

o Ismetlés nélkiili: n elembol k darabot valasztunk ki sorrendben, visszatevés nélkiil.
Szama:

_ n!
Vn,k — (n—k)!

o Ismétléses: n elembdl k darabot valasztunk ki visszatevéssel (k > n). Szama:

ism k

V =n



Binomialis tétel

Feltételes valoszintiség és Fiiggetlenség

Kombinacio (Kivalasztas - NEM szamit a sorrend):

o Ismétlés nélkiili: n elembdl k darabot valasztunk ki, a sorrend mindegy. Szama:

— () —
Cn,k - (k )  kl(n—k)!

o Ismétléses: n elembOl k elemet valasztunk ki visszatevéssel, sorrend fliggetleniil.

Szama:
ism n+k—1
Cn,k _( k )

| Binomidlis egviitthatd | Pascal haromszig 1
n o _ 11
n n— ¥ 1 1
(x +) =kz_:0(%)xy . 13737
B 146 41

1510 10 51

Feltételes valdsziniliség: Egy A esemény valoszinlisége, feltéve, hogy egy B (pozitiv
valoszinliségll) esemény mar bekovetkezett. Képlete:

P(B) — P(ANB)

P(B)

Fiiggetlenség: 4 és B események fiiggetlenek, ha egyik bekovetkezése nem befolydsolja a
masikét. Vagyis P(A|B) = P(A). Ebbdl kovetkezik a szorzasi szabaly:

P(ANB) = P(A)-P(B)

Teljes eseményrendszer: Olyan pozitiv valosziniiségli események halmaza (A v A - An),

amelyek egymast paronként kizarjak, és unidjuk kiadja a teljes eseményteret (€2). (Vagyis
mindig pontosan egy kovetkezik be koziiliik).

Bayes-formula és Teljes valésziniiség tétele

Teljes valosziniiség tétele: Ha ismerjik egy B esemény feltételes valdszinliségeit egy teljes
eseményrendszer (AL_) feltételei mellett, akkor B teljes valosziniisége:

P(B) = T P(BIA)P(A)

Bayes-tétel: Visszafel¢ kovetkeztetés (okok valdsziniségeinek visszaszamoldsa). Ha a B
esemény bekovetkezett, mennyi az esélye, hogy ezt az A], ok idézte eld:

P(BlAj)-P(AJ,)

n

P(B) =

i=

P(BIA)-P(A)
1



2.2. Algoritmusok lépésszama, aszimptotikus jelolések. Beszurasos

rendezés, keresések linearis és logaritmikus 1épésszammal. Tablazatok,

hash fiiggvények, hash tablak. Grafok, szélességi és mélységi bejaras.
Algoritmusok lépésszama és aszimptotikus jelolések

Az algoritmusok futasi idejét (Iépésszamat) a bemenet méretének (n) fliggvényében adjuk meg.
Vizsgaljuk a legjobb, atlagos és legrosszabb esetet.

cg(n)
e Felso korlat (O - Origo/Nagy O):f(n) = 0(g(n)), ha létezik egy )
¢ > 0 konstans ¢s n kiisz6b, hogy n=n_ eseteén f(n)<c-g(n). (A — __,_,./ﬂ")
-
fiiggvény legrosszabb esetben is ezen korlat alatt marad).
n n
o Alsé korlat (Q - Omega): f(n) = Q(g(n)), ha létezik c > 0 ésn fn) = Olg@)
, hogy n=n esetén c-g(n) <f(n).
st
cg(n)

e [Kles korlat (0- Théta): f(n)= 0(g(n)), ha az algoritmus

c2g(n) .
Ry _
1) f(n) = Qg(n)
e

n
Ro

f(n) =©(gmn)
feliilrdl és alulrol is ugyanazzal a fliggvénnyel becsiilhetd (konstans szorzo erejéig).

We assume a 30 day month and 365 day year. W woly ‘LM W M Rl - opomilet Seqaclpy

1 Second | 1 Minute 1 Hour 1 Day 1 Month 1 Year 1 Century
lgn o1 x10° 26x107 93.6%10" 98.64x10™" | 52.502%10™ 93.1536x10™ | 931557610 |
v | 1x10"% [3.6 x 10 [ 1.29 x 10™° | 7.46 x 10T | 6.72 x 10* 9.95 x 10?8 9.96 x 1030

n 1x10% | 6x107 | 3.6x10° [8.64x10"0 | 259 x10™ | 3.15x 10" | 3.16 x 10"
nlgn | 62746 2801417 | 133378058 | 2755147513 | 71870856404 | 797633893349 | 6.86 x 1013
n? 1000 7745 60000 293938 1609968 5615692 56176151
n3 100 391 1532 4420 13736 31593 146679

2 19 25 31 36 41 44 5l
n! 9 11 12 13 15 16 17

Rendezés és Keresés
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e Beszirasos rendezés:

o Ugy miikodik, mint ahogy a kartyalapokat rendezziik a keziinkben: sorban haladunk,
¢s minden elemet beszurunk az elétte 1év, mar rendezett rész megfeleld helyére.

o Legjobb eset: O(n) (ha a tomb mar rendezett).

o Legrosszabb eset: O(nz) (ha forditva van rendezve).

INSERTION-SORT(A)

I for j = 2to A.length
2 key = A[j]
3 /f Insert A[j] into the sorted sequence A[1..j —1].
4 i=j—1
5 while i > 0 and A[i] > key
6 Ali +1] = A[i]
7 i=i-1
8 Ali + 1] = key
o Keresések:
rendezett rendezetlen
o Linearis keresés: Végigmegyiink az folytonos van van |
elemeken sorban. Lépésszam: O(n). lancolt van van ‘

o Logaritmikus (Binaris) keresés: Csak rendezett adathalmazon miikodik! Mindig a
kozépsd elemet vizsgaljuk, és felezziik a keresési tartomanyt. Lépésszam:
O(loglogn).

Tablazatok és Hash tablak
Olyan 0sszetett adatszerkezetek, amelyek kulcs-érték parokat tarolnak.
Tipusok:

e Soros tablazat

o Kozvetlen cimzésii tablazat: A kulcs maga az index (pl. az 5-0s kulcsu adat az 5-6s indexen
van a vektorban). Csak akkor jo, ha a lehetséges kulcsok halmaza (kulcstér) kicsi, kiillonben
rengeteg memoria megy karba.

key  satellite data
.

e Hash tabla (Kulcstranszformacio):



o A kozvetlen cimzés problémajat oldja meg. Egy Hash fiiggvény (h(k)) a kulcsbol
general egy indexet a tablazatban. Képezi a hatalmas kulcsteret egy sokkal kisebb
tablaméretre (m).

o Utkézés (Collision): Ha a hash fiiggvény két kiilonboz6 kulcsra ugyanazt az indexet
adja.

o Utkozés feloldasa:

= Lancolassal: A tabla adott indexén nem egy elemet, hanem egy lancolt listat

tartunk fenn, amibe fiizziik az azonos hash-érték(i elemeket.

= Nyilt cimzéssel: Ha a hely foglalt, a tablazaton beliil keresiink egy uj, szabad
helyet (pl. linearis proba - megnézziik a kdvetkezot; vagy kvadratikus proba).

ky|/

|
k| T k7]

Grafok
e Graf: Csucsok és élek véges halmaza.

e Iranyitatlan graf: Az ¢éleknek nincs irdnyuk (a csucsparok rendezetlenek).

(V,E), ahol V = {1,2,3,4.5,6,7,8,9}, & 7
{(1,2),(1.5),(1,9).(2,3).(2.5).(3,4). (3. T) (4,6).(8.9)}.

o Reprezentacios médok:

 Odmeea 1 assdeion



* Szomszédsagi lista: Minden cstucshoz egy listaban taroljuk, hogy mely

csucsokkal van Gsszekotve.

(1) (2) 1
2
3|
4

S—&@ 5

2

e s

s

.

—+ 5

31 3-417]

.

2

=4[/

—f+ 5

—+ 3

i

2
- 4

~f 1

=gl

/]

*  Szomszédsagi matrix: Egy 2D-s tomb (M), ahol M[i][j] =1, ha van él az i és

j csties kozott, egyébként 0.

th B W R o=

o Reprezentaciéos médok:

= Szomszédsagi lista

G = (V. E), ahol

V =1{1.2,3,4,56,7,8,9}, és
E=1(1,2),(2,3),(2,5),(3,2).(3,4), (4. 3), (4.5), (5, 1). (5,2),
(5.4).(6.4).(7.3).(8.9), (9. 1)}-

L 2 F{4]7]
2| ™S5 |/
®—® O [ EIEm
V% JEi0s
S g 2 P
o o @ 6_—‘6/
= Szomszédsagi matrix
123456
11010100
o o o 2100 00 1 0
3]0 000 1 1
' 4010000
5(0 001 00
(4} (5) 6] 6o o000 1




« Ellista (Edge List): Ritka grafok esetén érdemes hasznalni, csak a meglévé
¢leket sorolja fel (hasonldan a ritka matrix logikajahoz).
Grafok bejarasa
e Szélességi bejaras (BFS - Breadth-First Search):
o Sor (Queue) adatszerkezetet hasznal (FIFO).

Hullamszertien terjed: el6szor a kezddcsucs kdzvetlen szomszédait latogatja meg,
majd azok szomszédait, szinteken haladva.

O

o Algoritmus: A kezddpontot a sorba tessziik, majd amig a sor nem iires, kivesziink egy
elemet, meglatogatjuk, és minden eddig nem latogatott szomszédjat betessziik a sorba.
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o Mélységi bejaras (DFS - Depth-First Search):
o Verem (Stack) adatszerkezetet hasznal (LIFO - gyakran rekurzioval valositjak meg).

o FElindul egy adott 4gon, és olyan mélyre megy rajta, amennyire csak tud, mieldtt
visszalépne (backtrack) az elagazasokhoz.
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3.1. Fiiggvények szélsoértéke, fiiggvényvizsgalat. Legkisebb négyzetek modszere.

Fiiggvények szélséértéke

Naiv megfogalmazasban a fiiggvény egy adott intervallumon beliili minimum vagy maximum értéke.
Ha az intervallum nem a teljes értelmezési tartomany, akkor lokalis szélséértékrol beszéliink.

Tételek (Feltételek):

L.

Sziikséges feltétel (1. tétel): Ha az f fiiggvénynek egy X, pontban lokalis szélséértéke van, és

a fiiggvény itt differencialhaté, akkor a derivaltja nulla: f'(xo) = 0. (Szemléletesen: a

fiiggveény érintdjének meredeksége itt vizszintes).

2. Elégséges feltétel I. (Eljelvaltas): Legyen f'(xo) = 0.

3.

o Haf az xo-ban pozitivbdl negativba valt (+ — -), akkor xo-ban lokalis maximum

van. (Elotte no, utana csokken).

o Hafaz xO-ban negativbol pozitivba valt (- — +), akkor xO-ban lokalis minimum van.

(Elotte csokken, utana no).

Elégséges  feltétel II. (Magasabbrendii  derivaltak): Tegyik fel, hogy
f (x0) = f"(xO) = .. = (n—l)(xo) = 0, de f(n)(x0)¢0 Ekkor:

o Ha n paratlan, akkor x O-ban nincs lokalis sz¢élséérték (ez egy inflexios pont).
. i M Cye s
o Han pares, és f (xo) > 0, akkor X, lokalis minimum.

o Han paros, és f mw (xo) < 0, akkor X, lokalis maximum.

A teljes fiiggvényvizsgalat 1épései (12 pont)

1.

Ertelmezési tartomany (D f): Hol van értelmezve a fliggvény? (pl. osztas nullaval, gyok alatt

negativ szam kizarasa).
Ertékkészlet (R f): Milyen értékeket vehet fel a fliggvény?
Paritas és Periodikussag:
o Paros: f(x) = f(— x) (szimmetrikus az y-tengelyre).
o Paratlan: f(— x) =— f(x) (szimmetrikus az origora).
o Periodikus: Létezik p > 0, hogy f(x) = f(x + p).
Zérushelyek: Ahol a fliggvény metszi az x-tengelyt (f(x) = 0).
Eldjelviszonyok: Ahol f(x) > 0 (x-tengely felett van), és ahol f(x) < 0 (x-tengely alatt).

Hatarértékek (Limeszek): A fliggvény viselkedése az értelmezési tartomany szélein, illetve a
végtelenben (f(x ) és f(x) ).

Monotonitas (Elsé derivalt teszt): * Ha f (x 0)20, a fliggvény monoton né.



o Haf '(xO)SO, a fliggvény monoton csékken.

8. Szakadasi helyek: Ahol a fliggvény nem folytonos (vizsgalat bal és jobb oldali
hatarértékekkel).

. ()
9. Derivaltak meghatarozasa: Az f(x) (els6) és f (méasodik) derivaltfiiggvények
kiszamitasa.
. ) CO N
10. Szélsoértékek meghatarozasa: Azf (x) = 0 egyenlet megolddsa, majd az f  eldjelének
vizsgalata a kapott pontokban (vagy az elso derivalt el6jelvaltasanak vizsgalata).

11. Konvexitas és Inflexios pontok (Masodik derivalt teszt):
o Haf "(x) > 0, a fliggvény konvex (mosolyog U).

o Haf ”(x <)0, a fliggvény konkav (szomoru N).
o Inflexios pont: Ahol a gorbiileti irany (konvexitas) megvaltozik. Feltétele:
f”(xo) = 0¢s f”(xo)th (vagy f" elojelet valt).
12. Aszimptotak:
o Vizszintes: A hatarérték a végtelenben egy konstanshoz tart.

o Fiiggoleges: Ahol a hatarérték egy véges pontban (altalaban szakadasi helyen) tart a
végtelenbe.

Legkisebb négyzetek médszere

Cél: Megfigyelések (t1’ ty wm t idépontokban kapott fl, f2, . fm mérési értékek) alapjan egy
F(t) figgvény (modell) illesztése tigy, hogy a mérési hibak négyzetdsszege minimalis legyen.
Minimalizalandé célfiiggvény:

2

]@=§G@—O

L

Modelltipusok:
o Egyenes illesztése: F(t) = x LTt

n—1

e Polinomialis modell: F(t) = x txt+ x3t2 to..otxt
e Trigonometrikus modell: F(t) = X, + x,sinsin (wt) + X, COS COS (wt)

Matematikai megoldas (Gauss-féle normalegyenlet):

Ha az illesztendd egyenletrendszer felirhatd matrixos formaban: Ax = f, ahol az x az ismeretlen
paraméterek vektora, akkor a legkisebb négyzetes megoldast a kovetkez6 egyenlet adja:

Alax =A"f



Ez az egyenlet mindig megoldhatdo. Ha az 4 matrix oszlopvektorai linedrisan fiiggetlenek
(determinansa  nem  nulla), akkor pontosan egy  (egyértelmi) megoldasa  van.

Példa

Egy fél méter magas, téglatest alaku viztartalyt egyenletes sebességgel
taltenek fel vizzel. Amikor a tartdlyban 3 cm magasan 4ll a viz Péter
elhatarozza, hogy megméri a vizszint valtozasat az idé fiiggvényében. A
kévetkezd méréseket végezte:

t(min) |O[2]4 6| 8|10|12

filem) [3|4[5[55]65] 7] 8
Becsiilje meg milyen magasan lesz a viz 20 perccel azutin, hogy Péter
elinditotta a mérést! Mikor inditottak el a tartily feltoltését? Kb mikor
lesz tele a tartaly?

A modell: F(t) = x; + xot

3.2. Fiiggvények széls6értéke, fiiggvényvizsgalat. A legkisebb négyzetek modszere. Az elsérendi
logika nyelvének szintaxisa. Valtozok kotott és szabad eléforduldasa. A nyelv interpretacidja,
valtozokiértékelés. Termek és formulak értéke interpretacioban, valtozékiértékelés mellett.
Torvény, ellentmondas, ekvivalencia, kovetkezmény. Normalformak, prenex formulak. Logikai
kalkulusok

Elsérendii nyelv szintaxisa

Az elsdrendii logikai nyelv (L(l)) egy (LC,Var, Con, Term, Form) rendezett 6tds, ahol:

e LC (Logikai konstansok): — (nem), A (és), V (vagy), D (implikdcio), = (ekvivalencia), =
(egyenl6ség), V (univerzalis kvantor/minden), 3 (egzisztencialis kvantor/1étezik).

e Var (Valtozok): Megszamlalhatéan végtelen halmaz (pl. x, y, z).
e (Con (Nem-logikai konstansok / Paraméterek):
o F(0): Névkonstansok (0 argumentumu fiiggvény).
o F(n): n-argumentumu fiiggvényparaméterek.
o P(0): Allitaskonstansok (0 argumentumt predikatum).
o P(n): n-argumentumu predikatumparaméterek (igaz/hamis értéket adnak vissza).

e Term (Termek): Objektumokat megnevezo kifejezések. Névkonstansok, valtozok, és ezekbol
fiiggvényparaméterekkel felépitett Gsszetett nevek.

e Form (Formulik): Allitasokat megfogalmazo kifejezések. Predikatumok termeken
alkalmazva, melyeket logikai operatorok (A, Vv, D, =) és kvantorok (V, 3) kdthetnek Ossze.

Valtozok kotott és szabad elofordulasa

o Kaotott valtozo: Olyan valtozo-el6fordulas egy formuldban, amely egy kvantor (Vx vagy 3x)
hataskorébe esik.

e Szabad valtozé: Olyan el6forduléas, amely nem esik kvantor hataskorébe.
e Nyilt formula: Tartalmaz legalabb egy szabad valtozot.

e Zart formula: Csak kotott valtozokat tartalmaz.
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Interpretacio6 és Valtozokiértékelés

Interpretacié (U, p): Egy U univerzum (objektumok nem fires halmaza, ami a kontextust
adja) és egy p kiértékeld fliggvény, amely jelentést ad a nem-logikai konstansoknak
(megmondja konkrétan ki kinek az édesanyja, ki a munkatars stb.).

Viltozokiértékelés (v): Egy fliggvény, amely minden szabad véltozéhoz (Var) hozzéarendel
egy konkrét elemet az U univerzumbol.

Centralis logikai fogalmak

o Torvény (Tautolégia): Olyan formula, ami minden interpretaciéban igaz (jelolése: EA).

e Ellentmondas: Olyan formula, ami minden interpretacidban hamis.

o Kielégitheto: Van legalabb egy modellje (van olyan interpretacio, ahol igaz).

e Kielégithetetlen: Nincs modellje.

o Kovetkezmény (A =B): Ha A igaz, akkor sziikségszertien B is igaz (A minden modellje B-nek
is modellje).

e Ekvivalencia (A = B): Két formula logikailag ekvivalens, ha A EB ¢s B A is teljesiil.

Normalformak

e Literal: Atomi formula vagy annak negaltja (pl. A vagy —A).

¢ Elemi Konjunkci6 / Diszjunkcié: Literalok logikai ES / VAGY kapcsolata.

e Diszjunktiv Normalforma (DNF): Elemi konjunkciok diszjunkcidja (ES-ek vannak
VAGY-gyal 6sszekotve).

o Konjunktiv Normalforma (KNF): Elemi diszjunkciok konjunkcidja (VAGY-ok vannak

ES-sel osszekotve).

Prenex-alak: A formula 6sszes kvantora a formula elejére van kihozva.

Szekvent kalkulus (Logikai levezetés)

A szekvent kalkulus egy formalis bizonyitasi rendszer. Egy szekvent alakja: I'A, ami azt jelenti, hogy

crer

diszjunkcioja (jobb oldal, allitasok).

Axioma:

Egy szekvent axioma (azonosan igaz), ha ugyanaz a formula szerepel a bal €s a jobb oldalon is:

[ AFA, A

Levezetési szabalyok (Falevél felé épitkezve):



e Konjunkci6 (A):

[LA,BEA

o Bal oldal: TANBIA

[FAA  THAB
o Jobb oldal: T AANE

e Diszjunkcié (V):

[LAEA [\BFA

o Bal oldal: T AVELA

THAAB
o Jobb oldal: TWT

o Implikaci6 (2):

o Bal oldal: Irad TBea

IADBFA
o Jobb oldal: A2
e Negacié (—):
o Baloldal: rlj:j:lA
o Jobb oldal: A2

Bizonyitas menete:
1. Logikai torvény bizonyitasanal a formulat a szekvent jobb oldalara tessziik (- A).
2. Ellentmondas bizonyitasanal a formulat a szekvent bal oldalara tessziik (A +).

3. A levezetési fakon visszafelé¢ (lentrdl felfel¢) haladunk a szabalyok alkalmazésdval, amig
minden ag végén (falevél) egy axiomat nem kapunk. Ha minden ag axiomaval zarul, a
bizonyitas sikeres.
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11.1.14. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi formuldk ellentmondédsosak!

(a) X A=Y A (Y 2-X) (b) XA=(Yo>(XAY))
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4.1. Fiiggvények, gorbék, feliiletek leirasa és szamitogépes abrazolasa

Fiiggvények és Gorbék megadasi médjai a sikban (2D)

Egy fiiggvény két halmaz (értelmezési tartomany és értékkészlet) kozotti egyértelmii leképezés. Egy
gorbe ennél lazabb fogalom, maga ald is hajolhat. A szamitogépes grafikdban harom f6 megadasi
modot hasznalunk :

1. Explicit megadas:

o

o

Képlet: y = f(x) (pl. y=3x +5).
Jellemzék: Egy x értékhez csak egyetlen y érték tartozik (szigori egyértelmii
leképezés).

Abrazolas: Konnyen és gyorsan abrazolhatd, nem igényel sok eréforrast.

Hatrany: Nagyon korlatozott. Nem tud "maga ald gorbiilni" vagy zart alakzatot (pl.
kort) leirni. Szamitogépes grafikdban emiatt rugalmatlan.

v o
f"h

YN

:\_ X1 X2 ¥ X

2. Implicit megadas:

o

o

Képlet: {(x,y) =0 (pl. x> +y?*-9=0).

Jellemzok: Két valos szambol allé parhoz rendel egy valos szamot. Itt mar egy x-hez
tobb y is tartozhat (ez mar gérbe, nem fliggvény).

Abrazolas: Kifejezetten nehéz és borzasztoan eréforrasigényes. A képernyé minden

egyes pontjat (x, y) be kell helyettesiteni az egyenletbe, hogy kideriiljon, rajta van-e a
gorbén.

Verdikt: Vizualizacié szempontjabol zsakutca, a grafikdban nem igazan hasznaljuk.
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3. Paraméteres megadas (A nyertes modszer!):

o

o

Képlet: r(t) = (x(t), y(t)).

Jellemzok: Koordinatafiiggvényekkel adjuk meg. Van egy 't' paraméteriink (pl. 1d6),
amely végigfut egy intervallumon, és minden 't' pillanathoz adunk egy x és egy y
koordinatat .

Abrazolas: Rendkiviil rugalmas! Barmilyen alakzat, zart gorbe (hurok) is leirhatd
vele. Csak a 't' stirliségét kell megadni, és a gép pontrol pontra kirajzolja. A grafikdban
szinte kizarolag ezt hasznaljuk !

ks .
T = (40, 4d) 4 pritste

12/{4 Tt
s,

Vulta)

Gorbék és Feliiletek a térben (3D)

A térben is a paraméteres megadas a leghatékonyabb :

e Térbeli gorbe: Egyetlen 't' paraméter kell. Képlete: r(t) = (x(t), y(t), z(t)).

o Feliiletek abrazolasa (2 paraméter kell, pl. t és s):

o

Explicit: z = f(x, y). Jol programozhat6, de feliilr6l nézve nem tud "maga ala hajolni"
(pl. egy barlang plafonjat nem lehet vele leirni).

Implicit: f(x, y, z) = 0. Nagyon er6forrasigényes, uigynevezett "réteges" megjelenités.

Paraméteres feliilet: F(t, s) = (x(t, s), y(t, s), z(t, s)). Dupla ciklussal lefedjiik a
paramétersikot, haldszeri (racsszerii) feliiletet alkotva. Gyors, hajlékony, maga ala tud
gorbiilni — 3D grafikaban ez a standard !

Interpolacio (Adott pontokra gorbe illesztése)

Sokszor vannak fix pontjaink, amikre gorbét akarunk illeszteni :



e Lagrange-interpolacié: Magas fokszamu polinomot illeszt. F6 hatranya, hogy sok pont
esetén a polinom fokszama is nagyon megnd, emiatt instabilla valik és oszcillalni (hullamzani)

kezd a pontok kozatt.

e Hermite-interpolacié: Megoldja az oszcillaciot azzal, hogy darabonként (mindig csak 2 pont
kozott) rajzol gorbét. Viszont a felhasznalotél megkdveteli, hogy a pontok mellett az
érintOvektorokat (a gorbe meredekségét/derivaltjat) is adja meg a végpontokban, ami a vald

¢életben ritka .

e Bézier-gorbe: A Hermite modszerbol alakult ki. Két végpontot és (altalaban) két
kontrollpontot hasznal az érintok meghatarozdsara. Nagyon népszerti a grafikdban.

e Spline: Alacsony fokszamt gorbedarabok finom, térésmentes dsszekotése.

" | Derivaltfilggvény

4.2. Problémak reprezentalisa allapottéren. A megoldas keresése visszalépéssel. Szisztematikus

€és heurisztikus fa- és grafkeresé eljarasok.

Allapottér reprezentacié

Egy probléma matematikai, elvont (absztrakt) megfogalmazasa, amely figyelmen kiviil hagyja a
felesleges implementacios részleteket. Egy (A4, a, C, 0 négyessel irhato le :

e A (Allapotok halmaza): A probléma érvényes fizikai konfiguracioi.

* a, (Kezdéallapot): Innen indul a keresés.

e ( (Célallapotok halmaza): A kivant végallapotok.

e O (Operatorok halmaza): A végrehajthatd cselekvések (szabalyok). Rendelkeznek
eldfeltétellel (mikor alkalmazhatoéak) és hatdsdefinicioval (milyen j allapotot hoznak 1étre) .

(Fontos megjegyzés: Az

"allapot" a feladat fizikai dallasa. A "csucs" viszont egy memoriabeli

adatszerkezet a faban, ami tarolja az dllapotot, a sziilét, a mélységet és az utkoltséget! A csucs nem

egyenld az allapottal!)
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Kényszerkielégitési problémak (CSP - Constraint Satisfaction Problem)
Olyan problémak (pl. térképszinezés, drarendtervezés), ahol adottak:

e Viltozok: (X i).
e Tartomanyok: (Di) Minden valtozo csak innen vehet fel értékeket.

o Kényszerek (Constraints): Szabalyok a valtozokra. Lehetnek unarisak (1 valtozét érint),
binarisak (2 valtozot érint, pl. szomszédos teriilet nem lehet azonos szinli) vagy puha
kényszerek (preferenciak) .

A problémét gyakran Kényszergraffal abrazoljuk, ahol a cstcsok a valtozdk, az élek pedig a

kényszerek.
Példa: térképszinezés Példa: térképszinezes
o valtozék: WA, NT, Q, NSW, WV, SA, T A megoldasok teljesitik az 0sszes kényszert,
* tartomanyok: D, = {piros, zdld, kék} T pl.
* kényszerek: szomszédos tartomany nem | om | » WA = piros
lehet ugyanolyan szini o ey [JE— ® NT=2zold
o W.?\ré NT Australa | — e Q= piros
| ———  « NSW =zdld
J-flm £ &M‘{ l — _[—»-umnm!u e V= piros
Vo % -%We?w t}.‘ . SA=zold
M e T=z5ld
Tasmania
bowrak) I o
| Lzt |aml
e p— | ) @ @
'. I W s °
o, Vicioria |
Tinrmama @
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Visszalépéses keresés (Backtracking) és Heurisztikak (CSP gyorsitasa)

A visszalépéses keresés egy specialis mélységi keresés CSP-re, ami egyszerre csak egy valtozonak ad
értéket. Ha megsért egy kényszert (zsdkutca), visszalép . Hogy ne legyen lassu, az alabbi
heurisztikakat alkalmazzuk a valasztasoknal :



e MRV (Minimum Remaining Values - Legkevesebb fennmaradé érték): Azt a valtozot
valasztja ki kovetkezOnek, amelynek a legkevesebb megengedett értéke maradt a
tartomanyaban. (Gyorsan megtalalja a hibat) .

e Fokszam heurisztika: Ha az MRV alapjan dontetlen van, azt a valtozot valasztja, amelyik a
legtobb kényszerben (élben) vesz részt a grafban.

e LCV (Least Constraining Value - Legkevésbé korlatozé érték): Az értékek koziil azt
probalja ki eldszor, ami a lehetd legkevesebb opcidt zarja ki a tobbi (még iires) valtozo eldl.

" ? Allows 1 value for SA
Flp;—-‘Fl;;—-dFLy;< o
‘ Allows 0 values for SA

o Elorenézé ellenérzés (Forward checking): Amikor egy valtozd értéket kap, azonnal torli a
vele kapcsolatban 1€év6 valtozok tartomanyabol az iitkdzo értékeket. Ha valamelyik valtozo

tartomanya kitiriil, azonnal visszalép .
o—g —g e~
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Elkonzisztencia (Arc consistency): Erdsebb, mint az elérenézés. Minden 1épésben az 6sszes

DIII

-

kényszerélet konzisztenssé teszi a grafban .
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Kereséalgoritmusok (Szisztematikus / Neminformalt)
Ezek az algoritmusok vakon keresnek, csak az allapottér strukturajat ismerik.
1. Szélességi keresés (BFS):

o Sor (Queue) adatszerkezetet hasznal. SzintrGl szintre halad, mindig a legkisebb
mélységl csucsot bontja ki.

o Teljes? Igen.

o Optimalis? Csak akkor, ha minden lépéskoltség megegyezik (pl. 1).

o Hatrany: Nagyon magas a memoria- és idoigénye: O(bd).

2. Egyenletes koltségii keresés: Mindig a legkisebb eddigi 6sszkoltségli ($g(n)$) csticsot
terjeszti ki. Teljes és optimalis .

3. Mélységi keresés (DFS):

o Verem (Stack) adatszerkezet. Mindig a legmélyebb csucsot fejti ki. Ha elakad,
visszalép.

o Teljes? Nem (végtelen agon vagy kdrben beragadhat).
o Optimalis? Nem.
o Elény: Kicsi a tarigénye: O(b - m).

4. Iterativan mélyiilo keresés: A mélységi és szélességi keresés legjobb tulajdonsagait 6tvozi.
Noveli a mélységi limitet (0, 1, 2...), és minden limitnél lefuttat egy mélységi keresést. Teljes
¢és optimalis (mint a szélességi), de kicsi a tarigénye (mint a mélységinek) .

Limit =2 o}

Limit = | B - ,/@\‘ //m\. N
N R T e o o mi o & o
— 4 1 7 /
W & (/V‘QW( ehH o P B .
rorilhs W 0, P e W W a W W aNa
Dot ol
5. Grafkeresés (Korok elkeriilése): Tart egy "Explored" (latogatott) listat. Ezzel
exponencialisan gyorsitja a keresést, mert nem értékel ki egy allapotot tobbszor .




Algoritmusok osszefoglalasa

tulajdonsag szélességi egyenletes mélységi mélység- iterativan mélyulé

koltségl korlatozott mélységqi
teljes? igen; igen* nem igen, ha igen
U O cnqes Ho o0 1=d
b S Mgl ottt nce
ido- bd+1 bFC*f‘a'I pm bl bd
bonyolultsag
tar- pd+ pfC7el bm bl bd
bonyolultsag
optimalis? igen* igen nem nem igen*
FfL/ e Lﬁ/f
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Heurisztikus / Informalt keresok

Egy h(n) becslofiiggvényt (heurisztikat) hasznalnak, ami megbecsiili, milyen messze van a csucs a
céltol (pl. 1égvonalbeli tavolsag) .

1. Mohé legjobb elészor (Greedy):
o Kiértékeld fiiggvény: f(n) = h(n).
o Mindig azt az utat véalasztja, ami a "legkdzelebbinek tiinik" a célhoz.
o Teljes? Nem, beragadhat.
o Optimalis? Nem .

< And > < Amd >

v oa /
2. A (A-csillag) keresés:*
o Kiértékeld figgvény: f(n) = g(n) + h(n).
o g(n): A starttol az aktualis 'n' csucsig megtett tényleges utkoltség.

o h(n): Becsiilt hatralévo koltség a célig.

o Teljes és Optimalis, FELTEVE, hogy a heurisztikaja elfogadhaté (admissible).

o Elfogadhato heurisztika: h(n) < h*(n), azaz a heurisztika sosem becsiilheti tul a
tényleges koltséget. (A legpesszimistabb becslés is optimista vagy pontos kell, hogy
legyen) . Tarigénye sajnos nagy, mert minden nyitott csicsot a memoriaban kell
tartania.
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5.1. Matrix fogalma, miiveletek, determinans, rang, sajatérték

Matrix fogalma és specialis matrixok

A matrix egy szamokbol allo, sorokba és oszlopokba rendezett tablazat. Egy m X n-es matrixnak m

sora és n oszlopa van.

o Kvadratikus (négyzetes) matrix: A sorok és oszlopok szama megegyezik (n = m).
e Fodatlo: A bal fels6 sarokbol a jobb alsé sarokba tartd elemek (a 1y By Oy 3,).
e Transzponalt matrix (AT): A matrix sorait és oszlopait megcseréljik.
e Szimmetrikus matrix: Megegyezik a sajat transzponaltjaval (A = AT).
o Egységmatrix (E vagy [): Olyan kvadratikus matrix, amelynek a féatlgjaban csupa 1-es,
mindenhol mashol 0 all.
1 00
Ez:(é‘l)) =010
0 01
e Inverz matrix (A_l): Csak négyzetes matrixoknak lehet. Az a matrix, amivel az eredetit
megszorozva az egységmatrixot (E) kapjuk: A - AT = E. Csak akkor létezik
(invertalhaté/regularis a matrix), ha a determinansa NEM nulla.
Matrixmiiveletek
1. Osszeadas: Csak azonos méretii (tipust) matrixokat lehet 6sszeadni, elemenként.
2. Skalarral valé szorzas: A matrix minden egyes elemét megszorozzuk az adott A szammal.
3. Matrixszorzas (Sor-Oszlop szorzas): * Csak akkor végezheto el (A - B), ha az els6 matrix (

A) oszlopainak szama megegyezik a masodik matrix (B) sorainak szamaval.

o Kiszamitdsa: Az A matrix i-edik sordt szorozzuk a B matrix j-edik oszlopaval
elemenként, majd ezeket Gsszeadjuk.

o NEM kommutativ: Altalaban A - B # B - A. (De asszociativ és disztributiv).



Cy= N"B+(-1)0 =23
Cip= A1) 4 (=h) (=2)= T
Ga= p14 )z = -7
ty=%31t3-0=4g
(1 - - Ceo = 2 (~4) + B(~7D
A 1 -4  B= 3 -11 = 5 zz‘_ = o = :
3 3 0 -2 2 2 Cez= 3 4 3.2 =9
2x1 X3 2%4
Szdmitsuk ki, amennyiben lehetséges, az aldbbi kifejezések értékét! Au= C -} )(i_) (_ 4 )
ax2 2xA 20 2x2 exd 2x% - 3 e 2
AB, BA Au B A R ERA 1
22 232Xz UL X3 2x4 X2 zx4

Determinans és Rang
e Determinans (de(A) vagy |A|): Egy négyzetes matrixokhoz rendelt specialis szamérték.

o Kiszamitdsa 2 X 2-es matrixnal: F64atlo elemeinek szorzata MINUSZ a mellékatld
elemeinek szorzata.

Példa: (E‘*‘a Oz
Q@ n=2: det(A) = |A| = 311322 — 12221 Oz, Eﬂ

Q@ n=3: det(A) =

a11d22433 + a12d823431 + a13421d32 — d13d22d31 — 8128214333 — 411323833
S A e

o Nagyobb matrixoknal Kifejtési tétel vagy Sarrus-szabaly alkalmazhato.

3 % 3-as mdtrix;

det(A) =
311322333 + 312823331 + 313321332 — 313322331 — 12321333 — A11323332

o Ha a determinans 0, a matrixot szinguldrisnak hivjuk (nincs inverze, sorai/oszlopai
linearisan Gsszefliiggdk).
o Ha egy matrix barmely sora csupa nulla, vagy két sora azonos, a determinans 0.

e Rang: A matrix linedrisan fiiggetlen sorainak (vagy oszlopainak) szama. Gauss-eliminacioval
szamolhato.

Matrix mint Linearis Transzformacio, Sajatérték és Sajatvektor

e Minden A matrix felfoghaté egy fliggvényként, ami egy v vektort egy masik vektorba visz at
(leképez): @(v) = A - v.

e Sajatvektor (x): Egy olyan (nem nulla) vektor, aminek az irdnya nem valtozik meg a
matrixszal valo szorzas soran, csak a hossza.

e Sajatérték (A): Az a szam (skalar), amennyiszeresére nyulik vagy zsugorodik a sajatvektor.



o Képlete:A - x = Ax

e Kiszamitasa: A karakterisztikus egyenlet megoldasaval torténik: det det (A — A-E) = 0.

(Agens N

Erzékelésck

19Z2AUI0Y

l Cselekvések

Példa
Hatarozzuk meg az alabbi matrix sajdtértékeit, sajatvektorait.

a=(33)

det(A-2E) =0
Az—’rl _;‘Lﬂ‘ = @_q) (~s-2)+ g = ?114-!;’-] +3 =o
P = W Z 427
= T
[m\

(A- dE) x =0

5.2. Intelligens agensek és Megerositéses Tanulas (RL)

Agensek és Racionalitas

Az agens egy olyan entitas, amely érzékelokon (szenzorokon) keresztiil figyeli a kornyezetét, és
beavatkozokon (aktuatorokon) keresztiil cselekszik. Formalisan egy fliggvény, ami az észlelési
sorozathoz rendel egy cselekvést.

e Racionalis agens: Mindig azt a cselekvést valasztja, amely az addigi érzékelések alapjan
maximalizalja a varhato teljesitményértéket.

e PEAS modell: Egy agens tervezésénél meg kell adni: Performance (Teljesitményérték),
Environment (Kérnyezet), Actuators (Beavatkozok), Sensors (Erzékeldk). (Példa automata
taxinal: Biztonsag, Varosi utak, Kormany/Gaz, Kamera/GPS).



TKBE — automata taxi

e leljesitmenymertek

biztansag, szabilykivetés, komfart, Gtvenal hosszaidaje, |
s kdmyezet

varosl kiziekedas/autipalya, gyalogosok, idGiaras hatasok, ...
» beavatkozok

ormanykansk, gharpecdl, ik, duda, hangszom, kepeenyt, .
*  drzékeldk

videdkamera, gyorsulismérs, mozgasérzékel, motorszenzomok, bilentylizet, GPS, ..,

Kornyezet tulajdonsagai

o Megfigyelhetoség: Teljesen (mindent lat a dontéshez) vagy Részben megfigyelheto.

A valos vilag

részben megfigyelhetd
sztochasztikus
sorozatszerl
dinamikus

folytonos
tobbagenses

o 0 0O © O O

e Determinisztikussag: Determinisztikus (a cselekvés ¢és a jelen allapot egyértelmiien
meghatarozza a kovetkezot) vagy Sztochasztikus (véletlenszeri, valosziniiségi).

e Idébeliség: Epizodikus (egyszeri dontések) vagy Sorozatszerii (a jelenlegi dontés hat a
jovére).
e Dinamika: Statikus (nem valtozik gondolkodas kézben) vagy Dinamikus (véltozik).

o Ertékek: Diszkrét (véges szamu allapot/1épés, pl. sakk) vagy Folytonos (pl. autovezetés).

Agensek Tipusai

1. Egyszeri reflex agens: Csak a pillanatnyi érzékelés alapjan, "Feltétel-Cselekvés" szabalyok
(Ha-Akkor) alapjan dont.

( Agens Erzékelok B
Hogyan néz ki
most a vilig?
-~
S:
2
o
(-1
celtbic]. cocleknts sabilvok Milyen cselekvéscket
Feltétel-cselekvés szabilyok kell most végrehajtanom?

2. Modell alapt reflex agens: Van memoriaja, épit egy belsd modellt a vilag miikodésérdl, igy
tudja, mi tortént korabban.



Allapot
Hogyan viltozik a vilig? Hogyan néz ki

Mit okoznak a cselekvéseim?

Milyen cselckvéschet
elétel-cselekvés szabilyokp—pe, Milyen csclekveschet |

3. Célorientalt agens: A szabalyok helyett egy konkrét célt probal elérni, a cselekvések jovobeli
hatasait vizsgalva.

Allapot
Hogyan néz ki
ot v

5 7 Hi kinézni, ha
ST
hajtom végre?

]

m Milyen eselekvéseket
kell most végrehajtanom?

4. Hasznossag alapu (Utility) dgens: Nem csak el akar érni egy célt, de azt a leghatékonyabban
("legboldogabban") teszi. A teljesitményt maximalizalja.

Allapot
H néz ki

Mit okoznak a cselekvéseim =] | ogyan 08 Kinézni, ba az 4

Milyen boldog leszek
gy ilyen dllapotban?

2y 1lyel

Milyen cselekvéseket
kell most végrehajtanom?

5. Tanul6 agens: A teljesitménye idével javul. Részei: Tanuld elem, Végrehajto elem, Kritikus
(értékeli a sikert), Problémagenerator (4j helyzeteket fedez fel).

Teljesitményszabviny




Markov Dontési Folyamat (MDP) és Megerositéses Tanulas (RL)

A Megerdsitéses Tanulas célja, hogy az agens ugy cselekedjen a kdrnyezetében, hogy maximalizalja a
hosszu tava dsszejutalmat. Ennek matematikai modellje a Markov Dontési Folyamat (MDP).

MDP elemei: S (Allapotok), A (Cselekvések), R (Jutalom fiiggvény), P
(Atmenet-valoszintiségek).

Markov-tulajdonsag: A kovetkezo allapot CSAK a jelenlegi allapottol és cselekvéstol fiigg,
a multtol nem.

Diszkont faktor (y): Egy 0 és 1 kozotti szam. Azt szabalyozza, mennyire fontos a jovobeli
(késobbi) jutalom a jelenlegihez képest.

AGENT ENVIRONMENT
-State S €S

' - Take action a € A

/\

wr -Getreward T
-New state s’ € S

Tanulasi Stratégiak (Passziv vs. Aktiv)

Passziv agens: A stratégiaja (policy) rogzitett. Csak végrehajtja a parancsokat, és kdzben
probalja megtanulni az allapotok josagat (hasznossagat).

Aktiv agens: Nincs rogzitett stratégidja. Neki kell eldontenie, mit 1épjen, igy meg kell talalnia
az optimalis stratégiat.

Felfedezés vs. Kihasznalas (Exploration vs. Exploitation)

Az aktiv tanulas alapvetd dilemmaéja:

Kihasznalas (Exploitation): Az agens az eddigi tudasa alapjan a legjobbnak vélt 1€pést teszi
(hogy sok jutalmat kapjon).

Felfedezés (Exploration): Az agens szandékosan ismeretlen, nem optimalis 1épéseket tesz,
hogy 0j informéaciokat (potencialisan még jobb utakat) gyijtson.

Epsilon-greedy (e-greedy) mddszer: Az agens 1 — € valosziniiséggel a legjobb 1épést teszi
(kihasznalas), € valdszintiséggel pedig véletlenszertien 1ép (felfedezés).

Tanulasi Algoritmusok (ADP, TD, Q-learning)

1.

Adaptiv Dinamikus Programozas (ADP): Modell alapi. Az agens megtanulja az
atmenet-modellt (P) és a jutalmakat, majd a Bellman-egyenlet megoldéasaval kiszamolja az
allapotok pontos értékét (V(s)).

Idébeli kiilonbség tanulds (TD - Temporal Difference): Modell-mentes. Két egymast
kovetd allapot értéke kozotti kiilonbség alapjan, 1épésrdl 1épésre frissiti a hasznossagértéket (V
) a folyamat kdzben, a tanulasi rata (a) paraméter segitségével.



3. Q-tanuld agens (Q-learning): A TD tanulas egy fejlettebb, aktiv valtozata. Ahelyett, hogy az
allapotok értékét (V) tanulna meg, a "Cselekvés-Allapot" parok mindségét (Q-érték) tanulja.
Kozvetleniil megmondja, hogy egy adott allapotban egy adott 1épés mennyire jo, igy nem kell
hozz4 a kornyezet eldzetes modellje.

o Képlete: Qﬁj(s, a) = Qrégi(s, a) + a-[R + y-(Q(s', al)) -Q, (s a)]

régi



6.1. Graf fogalma, megadasanak modjai, séta, ut, osszefiigg6ség és nevezetes grafok

A graf fogalma és megadasi mddjai

A graf cstcsok (pontok) és élek halmaza. Matematikailag egy G = (V, E) rendezett par, ahol:

V (Vertices): A cstucsok véges, nem iires halmaza.

E (Edges): Az élek halmaza, ahol minden ¢élhez egy vagy két cstcs (a végpontok) tartozik.

Megadasi modjai:

1.
2.

Rajz (Abra): Pontok és a koztiik 16v6 vonalak.

Szomszédsagi lista (Adjacency list): Minden cstcshoz felsoroljuk, hogy mely maés
csucsokkal van 6sszekotve.

Szomszédsagi matrix (Adjacency matrix): Egy |V|[citestart] X |V| méretli matrix, ahol az

i-edik sor j-edik eleme 1, ha van él az i és j csucs kozott, egyébként 0.

Iranyitott és Iranyitatlan grafok

Iranyitatlan graf: Az élek halmaza a csucshalmaz elemeibdl alkotott rendezetlen parokbol
all. (Az élnek nincs irdnya, ha A-bdl B-be van él, akkor B-bol A-ba is atjarhato) .

= (V,E), ahol V = {1,2,3,4,5,6,7,8,0}, és
={(1,2),(1,5),(1,9),(2.3), (2.5),(3,4),(3,7),(4,6),(8,9)}.

Iranyitott graf: Az élek halmaza rendezett csucsparokbol all. (Az élnek irdnya van, nyillal
jeloljiik) .

(1)
l‘ _737
P~

2 @
3
Q/O ®
7

G = (V,E), ahol

vV ={1, .3.4.5.6.?.8.9} és
E={(1,2).(2.3),(2,5),(3,2),(3.4).(4.3).(4.5),(5.1),(5.2),
(6.

6.2.6.4.0.9.6.9, 6.0

Séta, Ut, Kor és Osszefiiggiség

Séta (Walk): Cstcsok és élek valtakozd sorozata. Egy séta sordn csucsokat és éleket is
tobbszor is érinthetiink .

o Zart séta: A kezdd és végpont megegyezik.



Vonal (Trail / Egyszerii séta): Olyan séta, amelyben minden élet pontosan egyszer érintiink
(de csucsot érinthetiink tobbszor is).

Ut (Path): Cstcsok és élek olyan sorozata, amelyben minden csucsot (és igy minden élet is)
legfeljebb egyszer érintlink . Hosszat az élek szama adja.

Kor (Cycle / Zart t): Olyan ut, amelynek kezdd és végpontja megegyezik (legalabb 3
hosszu, és a kezd6/végpontot leszamitva nem ismétel csucsot).

Osszefiiggoség: Egy iranyitatlan graf osszefiiggd, ha barmely két csticsa kozott 1étezik t .

Nevezetes grafok

Egyszeri graf: Barmely két csucs kozott legfeljebb egy él fut, és nincsenek benne hurokélek
(6nmagaba visszatéro élek) .

Paros graf (Bipartite graph): A cstcshalmaz két diszjunkt halmazra bonthat6é gy, hogy
minden ¢l csak a két kiilonb6z6 halmazba tartozd csucsokat kot 6ssze (halmazon beliil futo €l
nincs) .

Teljes graf: Barmely két kiilonb6z6 cstcsa kozott pontosan egy €l fut (mindenki mindenkivel
0ssze van kotve) .

Fa: Olyan 0sszefiiggd graf, amely nem tartalmaz kort. Egy n csticsu fanak mindig pontosan
n — 1 ¢éle van.

Sulyozott graf: Minden élhez hozza van rendelve egy szamérték (suly/koltség) .

6.2. Automatak, Formalis Nyelvek és Grammatikak

Determinisztikus Véges Automata (DFA)

A DFA egy matematikai modell, amely véges sok allapotot vehet fel, és egy bemeneti szalagot olvasva
hoz dontést (elfogadja a szot vagy nem). Formalisan egy M = (Q, z, qy A, 8) 0tos , ahol:

Q: Az allapotok véges halmaza.
X: A bemeneti abécé.

q, € Q: A kezddallapot.

A € Q: Az elfogadod (vég)allapotok halmaza .

8: Q XX—=Q: Az allapotatmenet fiiggvény (megmondja, hogy adott allapotban, adott betiit
olvasva melyik allapotba Iépiink).
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Elfogadott nyelv (L(M)): Azon szavak halmaza, amelyek betiiit sorban kiolvasva a § fliggvény egy
elfogadé allapotba (A-ba) visz: L(M) = {x € 518 (q,,x) € 4}.

Nemdeterminisztikus Véges Automata (NFA)

Az NFA abban kiilonbozik a DFA-t6l, hogy egy allapotbol egy adott beti hatasara fobb kiilonbozo
allapotba is 1éphet, illetve 1étezhet tigynevezett A (vagy €) atmenet, amellyel betli olvasasa nélkiil is
allapotot valthat.

e Atmenetfiiggvénye: §: Q X (ZU{A}) — 2¢ (A lehetséges allapotok halmazaba képez).

e Tétel: Minden NFA-hoz konstrualhato egy vele ekvivalens (ugyanazt a nyelvet elfogadé) DFA
(részhalmaz-konstrukcioval) .
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Regularis Nyelvek és Kifejezések
e Regularis miiveletek: Unid (U), Konkatenacio (-), Kleene-csillag (Iteracio, *) .

e FEgy L nyelv pontosan akkor regularis, ha leirhaté egy regularis kifejezéssel, vagy ha
elfogadja egy véges automata (DFA/NFA) .

e Zartsag: A regularis nyelvek halmaza zart az unidra, metszetre, iteraciora és
komplementerképzésre .
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Pumpalasi Lemma regularis nyelvekre

Ez a lemma sziikséges feltétel a regularitashoz, leggyakrabban arra hasznaljuk, hogy bebizonyitsuk
egy nyelvrél, hogy NEM regularis (indirekt bizonyitassal) .

e Tétel: Ha L regularis nyelv, akkor létezik egy p (pumpalasi) hossz, hogy minden x € L,
amelyre |x| = p, felbonthaté x = uwvw alakra ugy, hogy:

. Juv|<p

2. |v| > 0 (a felpumpaland6 v rész nem iires)

3. Minden i > O-raazuv'w € L (a v rész tetsz6legesen ismételhetd, a sz6 a nyelvben
marad) .

Generativ Grammatikak (Nyelvtanok)

A grammatika szabalyokat ad meg, amikkel a nyelv szavait legeneralhatjuk (levezethetjiik).
G =(NZLSP):

e N: Nemterminalisok halmaza (valtozok, pl. S, 4, B).

e X: Terminalisok halmaza (az 4bécé tényleges betili, pl. a, b).

e S € N:Kezd6szimbolum.

e P: Levezetési szabalyok halmaza (pl. S — aSb).
Kornyezetfiiggetlen (Context-Free) Grammatika és Nyelv

A hierarchiaban a regularis nyelvek felett allnak. Egy grammatika kornyezetfiiggetlen, ha minden P

-beli szabaly bal oldalan pontosan egyetlen nemterminalis all: A —»a, ahol A € N és ae(N UZ)* .
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e Regularis grammatika: Olyan kornyezetfliiggetlen grammatika, ahol a szabalyok jobb
oldalan szigoruan csak egy termindlis (A — a) vagy egy terminalis és egy nemterminalis
allhat (A — aB).

Kornyezetfiiggetlen grammatikakkal olyan nyelv
is megadhatd, ami véges automatakkal (vagy
regularis kifejezésekkel, vagy regularis
grammatikdkkal) nem adhato meg.
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(... grammatikak és ... nyelvek!!!)

e Egyértelmiiség: Egy grammatika egyértelmii, ha minden 4ltala generalt szonak csak egyetlen
baloldali levezetése (levezetési faja) van .
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Chomsky Normalforma (CNF) és a CYK algoritmus

e Egy kornyezetfiiggetlen grammatika Chomsky normalformaban van, ha minden szabalya
szigoruan a kovetkezo két alak valamelyike:

A — BC (Két nemterminalisra bomlik)
A - a (Egy terminalisra bomlik) .

e Erre az alakra azért van sziikség, mert igy a Cocke-Younger-Kasami (CYK) algoritmus
dinamikus programozassal, polinomidlis idében el tudja donteni egy tetszdleges w szordl,
hogy benne van-e a generalt nyelvben .



Tekintstik a kivetkezd grammatikat!
G=([S.A,B).10,1),5.H),ahol H szabdlyai:

(§—=SA, S+ ABA—-BSSB—SAA—],5—1,B8B-0)
Bizonyitsuk be, hogy az 10011 sz6 benne van a grammatika
dltal generdlt nyelvben,

-S_'B'A"
SB X - )
- - XA

{8 X - X A XSB)
AS> B > B > ASYAS

1 0 0 I o

(Megjegyzés: A kornyezetfiiggetlen nyelveknek is van pumpaldsi lemmaja, ahol a felbontas

S =

uvxyz alakt, €s a v és y részeket pumpaljuk egyszerre .)

Veremautomata

Amig a regularis nyelveket a véges automatak, addig a kornyezetfiiggetlen nyelveket a
veremautomatak fogadjak el. A véges automatat kibévitjik egy LIFO memoriaval (veremmel).

Jelee M = (Q,%,T,.. 6, F).
I': A verem abécéje.

Z o & A kezd6 veremszimbolum (jelzi a verem aljat).

6 atmenetfiiggvény: Nem csak a bemeneti betiit és az aktualis allapotot nézi, hanem leolvassa
a verem tetején 1évé szimbolumot is, majd cserébe allapotot valthat, beolvashatja a betiit, és
a verem tetejét kicserélheti egy 0j karaktersorozatra .

b, Zy/bZ, a, a/A
a, Zo/laZy
[

a, a/aa € ala
c, b/b
e ZolZyg A Zad Zs
—{ 4y { @..

a, b/ab b, b/bb

b, a/ba b, b/A
~ A~
\
i I i 3y
b, o A, bo [Qq 100 = 1)
Jo / / (1 /o ﬂ} ! /
0 «f
¢ we2ualrp O i Bates™s
M . [ v L+
e~ ot T ey Loy 25 ¢

Fontos kiilonbség: Mig a DFA ¢és NFA nyelvosztalya megegyezik (regularis nyelvek), addig a
Determinisztikus Veremautomata gyengébb, mint a Nemdeterminisztikus Veremautomata! A
teljes kornyezetfiiggetlen nyelvosztalyhoz nemdeterminisztikus veremautomata sziikséges .
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7.1. Linearis egyenletrendszer fogalma és megoldasa Gauss-eliminacidval

Linearis egyenletrendszer fogalma

Egy m darab egyenletbdl allo, n darab ismeretlent tartalmazo linearis egyenletrendszer altalanos
alakja:

a x +a
1 1

x +.+a x =b
11 2++1nn

2 1

a.  x a
1+2

- X, +..+ a,x = b

2 2

a x ta x +.ta x = bm
Ahol:
° a;az egyenletrendszer ismert egyiitthatoi.
e b A szabad tagok (konstansok).

* Xx:a keresett ismeretlenek .

Matrixos alak: A fenti rendszer felirhato toméren A - x = b alakban, ahol A az egylitthatomatrix, x
az ismeretlenek vektora, b pedig a szabad tagok vektora. A szamolasokhoz a kibévitett matrixot (b)
hasznaljuk, ahol az A matrix utolsé oszlopaként hozzacsatoljuk a b vektort .

Az egyenletrendszer alapmatrixa, ill. kibévitett matrixa:
WXV
IR L P V2 al ... amn | b
a1 ... anp i a1 ... am | b
A= . . és (Alb) = .
aml --- amn aml --- amn | bm

Az egyenletrendszer jobboldali vektora és ismeretlen vektora

by X1
by | 2 % g
2
b= . % x= ) c /Q
by, Xn
A linedris egyenletrendszer matrixos alakja: Ax = b.
g N x4

Megoldhatésag és a Rang-kritérium

Egy matrix rangja a linedrisan fliggetlen sorainak (vagy oszlopainak) szama . Egy linearis
egyenletrendszer megoldhatosagat a rangok hatarozzak meg:

e Megoldhaté, ha Rang(A) = Rang(b). A megoldas a b vektor benne van az A oszlopvektorai
altal kifeszitett térben .

o Hatarozott (Pontosan 1 megoldas): Ha a rang megegyezik az ismeretlenek szamaval (
n).

o Hatadrozatlan (Végtelen sok megoldas): Ha a rang kisebb, mint az ismeretlenek szdma.

e Nem megoldhaté (Ellentmondasos): Ha Rang(A4) # Rang(b) (vagyis nincs megoldas).



Homogén és Inhomogén rendszerek

e Homogén: Ha a szabad tagok vektora nulla (A - x = 0). Ennek mindig van legalabb egy
"trivialis" megoldasa (amikor minden X = 0) . Pontosan akkor van a trivialistdl eltérd

megoldasa, ha az A oszlopvektorai linearisan fiiggdek.

e Inhomogén: Ha b +# 0. Az inhomogén egyenletrendszer altalanos megoldasa felirhato

X, =x +x alakban, ahol x az inhomogén rendszer egy konkrét (partikularis)

megoldasa, X, pedig a hozza tartoz6 homogén rendszer (A - x = 0) altalanos megoldasa .
Gauss-eliminacio

Olyan algoritmus, amely ekvivalens 4talakitasokkal (amelyek nem valtoztatjdk meg a
megoldashalmazt) az (b) kibovitett matrixot felsé haromszogmatrixsza (I1épcsos alakra) hozza.

Megengedett (ekvivalens) atalakitasok :
1. Egy sor szorzasa egy nem nulla skalarral.
2. Egy sorhoz hozz4adhatjuk egy masik sor konstansszorosat.
3. Két sor felcserélése.
4. Csupa nulla sor elhagyésa.

A cél: A f6atlo alatti elemeket nullava tenni. Ha ezt elértiikk, lentr6l felfelé haladva,
visszahelyettesitéssel konnyedén kiszamolhatok az x ismeretlenek. (Megjegyzés: Az LU-felbontas

egy sorcsere nélkiili Gauss-eliminacid, amely az A matrixot egy als6 (L) és egy felsé (U)
haromszdgmatrix szorzatara bontja, ami nagyon hasznos, ha ugyanazt az A matrixot tobb kiilonb6z6 b
vektorral is meg kell oldani ).
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7.2. Turing-gépek, Algoritmikus eldonthet6ség és Nyelvosztalyok
A Turing-gép fogalma

A Turing-gép egy absztrakt, matematikai szamitasi modell, a modern szamitdgépek elméleti alapja.
Képes szimulalni barmilyen algoritmikus szamitast. Részei egy mindkét iranyban végtelen, cellakra
osztott szalag, egy ird/olvaso fej, és egy vezérloegység, amely véges sok allapotot vehet fel .

Formalisan egy T = (Q, T, qy 8) rendszer, ahol :

e (Q: A véges allapothalmaz (tartalmazza az elfogado és elutasito allapotokat is).

e X: Bemeneti abécé.

o I': Szalag abécé (tartalmazza az iires cella A jelét is, ZST').
°* q, Kezddsallapot.
e §&: Allapotatmenet-fiiggvény (Megmondja, hogy adott allapotban, adott karaktert olvasva

milyen allapotba Iépjen, mit irjon a szalagra, és merre 1épjen a fej: Jobbra/Balra).

Miikodése: A gép a kezdeti konfiguraciobdl indul. Ha a 1épések soran elér egy "elfogadd" (accept)
allapotot, akkor a gép megall, és azt mondjuk, hogy a gép elfogadta a bemeneti szot . Ha nem fogadja
el, akkor vagy egy elutasitd allapotban all meg, vagy végtelen ciklusba esik és sosem all meg .



Tehat: A T Turing gép altal elfogadott nyelv L(T).

* Ha w € L(T), akkor w bemenetre T elfogadé
allapotban all meg,

* Haw €& L(T), akkor w bemenetre T nem-
elfogado allapotban all meg, vagy egyaltalan
nem all meg.
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Church-Turing tézis

Barmely probléma, amelyre létezik mechanikus (algoritmikus) megoldasi eljaras, az megoldhatd
(szimulalhato) egy Turing-géppel. Ha egy problémat Turing-géppel nem lehet megoldani, arra nincs
semmilyen algoritmus a vilagon .

Nyelvosztalyok és a Chomsky-hierarchia

A generativ grammatikdk (nyelvtanok) és az Oket felismerd automatdk egy egyre boviild
halmazrendszert (hierarchiat) alkotnak :

1.
2.

Regularis nyelvek (REG): Véges automatdkkal (DFA, NFA) felismerhet6 nyelvek .
Kornyezetfiiggetlen nyelvek (CF): Veremautomatakkal (PDA) felismerhetd nyelvek .
Kornyezetfiiggé nyelvek (CS).

Rekurziv nyelvek (REC / Eldontheté nyelvek): Létezik olyan Turing-gép, amely a nyelvhez
tartozo szavakat elfogadja, a nem a myelvhez tartozo szavakra pedig biztosan elutasitassal
megall. Vagyis mindig megall és helyes valaszt ad .

Rekurzivan felsorolhato nyelvek (RE / Felismerheto nyelvek): Létezik olyan Turing-gép,
amely a nyelvhez tartozo6 szavakon elfogadassal megall, de a nem a nyelvhez tartoz6 szavakon
lehet, hogy végtelen ciklusba esik .

Kepletesen: REG ¢ CF < CS © REC c RE.
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Algoritmikus eldonthetdség és Eldonthetetlen problémak

Egy P eldontési probléma (ahol a valasz IGEN vagy NEM lehet) algoritmikusan eldénthet6
(megoldhato6), ha a hozza tartoz6 nyelv rekurziv (azaz van olyan Turing-gép, ami mindig megall és
kiadja a helyes IGEN/NEM vdlaszt) .

Egy probléma algoritmikusan megoldhaté, ha
van olyan Turing, ami eldonti a hozza tartozo
nyelvet (mindig megall és IGEN-t és NEM-et
vélaszol a megfelelé modon).

Azaz:

Egy probléma algoritmikusan megoldhato, ha a
hozza tartozo nyelv rekurziv.

Eldonthetetlen problémak (A megallasi probléma): Vannak problémak, amelyek bizonyitottan
algoritmikusan megoldhatatlanok (a nyelviik csak rekurzivan felsorolhatd, vagy még az sem). A
leghiresebb ilyen a Megallasi probléma (Halting problem): Nem Iétezik olyan algoritmus
(Turing-gép), amely egy tetszdleges programrol (Turing-géprol) és egy tetszéleges bemenetrdl eldre el
tudna donteni, hogy a program valaha is megall-e a bemeneten, vagy végtelen ciklusba esik.



8.1. Statisztikai minta, becslések, atlag, szoras. Konfidenciaintervallumok. Az u-préba.
Statisztikai minta és alapfogalmak

A matematikai statisztika célja, hogy a valosdgban megfigyelt adatokbdl (mintabol) kovetkeztetéseket
vonjunk le a teljes sokasagra vonatkozdan.

e Statisztikai minta: Az X1’ Xz’ . Xn fiiggetlen, azonos eloszlasi (FAE) valoszintiségi

valtozokat n elemii mintanak nevezziik.
e Minta realizacidja: A megfigyelés (kisérlet) soran kapott konkrét szamértékek sorozata:
XXy X .

e Statisztika: Barmely olyan fiiggvény, ami a mintabol kiszamolhat6 (azaz csak a megfigyelt
értékektol fiigg, ismeretlen paraméterektdl nem). Fiiggvénye: T(X p Xy X

Becslések, Atlag és Szoras

Sokszor a vizsgalt jelenség (eloszlas) pontos paramétereit (pl. varhatd érték, szoras) nem ismerjiik,
ezeket a mintabol kell "megbecsiilni". Egy jo becslés elvarasa, hogy torzitatlan legyen (azaz a becslés
varhat6 értéke megegyezzen a valodi paraméterrel).

e Mintaatlag (Tapasztalati varhatoé érték):

Az ismeretlen p (varhato érték) torzitatlan becslésére szolgal. A minta elemeinek szamtani kozepe.

M =

Képlete:} = % Xl,

i=1
o Tapasztalati szorasnégyzet és Szoras:

Az eloszlas ismeretlen o (variancia/szorasnégyzet) paraméterét becsiiljiik vele.

o Korrigalt tapasztalati szorasnégyzet: Ez a torzitatlan becslés!

s = n—1Z(Xi_X)

" i=1

o Szoras (sn):* Ennek a négyzetgyoke adja meg a minta tapasztalati szorasat.

6.1.3. ExaMPLE. Legyen X,,..... X, minta. Tegyiik fel, hogy EX; = m véges. Ek-

kor X az m-nek torzitatlan és konzisztens becslése. Valoban, EX = m nyilvanvalé.

1
X==(X14+-4+X,)—=m
n

majdnem biztosan teljesiil a nagy szdmok erds térvénye miatt.

Ha EX] < o és o = D*X), akkor s}* a o torzitatlan és (erdsen) konzisztens
becslése. Valoban, Es}? = o*-et mér kordbban lattuk. Tovabba, a Steiner-formulat
hasznalva

n

0 no 1=, 5 n o — 5 o o
s = - 2 (X; —m)* — - (X —=m)" 20" -0=0"

n—1n n—1
i=1

a nagy szidmok torvénye miatt.
Szavakban a fenti képletek az alabbit jelentik. Az empirikus kbzép az ismeretlen
varhato érték torzitatlan és konzisztens becslése. A korrigalt empirikus szordasnégy-
zet pedig az ismeretlen elméleti szoérasnégyzet torzitatlan és konzisztens beeslése.



6.1.1. A maximum-likelihood-becslés A mazimum-likelihood elv szerint
az ismeretlen paraméter azon értékét fogadjuk el, amely mellett a bekévetkezett
eredmény maximalis valoszintségii.

6.1.4. DEFINITION. Legyen Xi,..., X, minta egy diszkrét eloszlasbél, xy,...,z,

pedig a minta realizicié. Legyen ¥ az ismeretlen paraméter. Az

L(zl,...,ccn;ﬂ) = P(X1 :zl,...,Xn :ﬁn) :HP(X1 :;pl)
i=1
fliggvényt likelihood-figgvénynek nevezziik. Az
Wzy,. .z 0) =log L(xy, ... 205 0)

fiiggvényt pedig loglikelihood-fiigguénynek hivjuk.
A maximum-likelihood elv szerint L-et kellene maximalizalni ¥ szerint. A maximum
hely azonban pontosan egybeesik | maximumhelyével, hiszen a természetes alapt
logaritmus fiiggvény szigorian monoton novekvs. Igy elegendd az [ maximumbhelyét
meghatarozni.

Konfidenciaintervallumok

Nem egyetlen szamot (pontbecslést) adunk meg az ismeretlen paraméterre, hanem egy intervallumot,
amelybe a keresett paraméter egy eldre megadott, magas valoszinliséggel (tigynevezett 1 — a
megbizhatdsagi vagy konfidenciaszinttel, pl. 95%-kal vagy 99%-kal) beleesik.

o Példaul egy 95%-os konfidenciaintervallum azt jelenti, hogy ha nagyon sokszor vennénk
mintat és készitenénk egy ilyen intervallumot, az esetek 95%-dban a valddi, ismeretlen
paraméter (pl. az orszagos atlagfizetés) benne lenne ebben az intervallumban.

Statisztikai Prébak: Az u-préba

Hipotézisvizsgalat soran egy elézetes feltevést (Nullhipotézis, Ho) teszteliink az adatok alapjan az

Ellenhipotézissel (H 1) szemben.
Az u-préba (vagy Z-proba) egy konkrét statisztikai teszt, amelyet arra hasznalunk, hogy egy normalis
eloszlasu, ISMERT szérasu sokasag varhato értékét () megvizsgaljuk.
e Nullhipotézis (H 0) W=, (A varhato érték egyenlo egy feltételezett értekkel).
Xy,
o/\n

e Dontés: Kiszamoljuk az u értéket a mintdbol. Ha ez az érték beleesik a kritikus tartoméanyba
(ami a megadott a szignifikanciaszinttdl fiigg, pl. az |u| > 1,96 a 95%-os szinthez), akkor a
nullhipotézist elvetjiik.

e Probastatisztika: u =



6.2.1. dbra. A standard normalis stiriiségfiiggvény és u, /o kapcsolata
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e 8.2. Informatikai biztonsag, kartékony programok, algoritmikus védelem
Az informatikai biztonsag fogalma és a CIA-triad

Az informaciobiztonsag célja az adatok és rendszerek védelme. A harom legfontosabb biztonsagi
cél (CIA-triad):

1. Confidentiality (Bizalmassag): Csak az férhet hozza az informaciohoz, akinek jogosultsaga
van ra.

2. Integrity (Sértetlenség): Az adatokat nem modosithatjak jogosulatlanul; garantalni kell, hogy
az informacio6 pontos és teljes.

3. Availability (Rendelkezésre allas): A jogosult felhasznalok szamara az adatok €s
szolgaltatdsok mindig, megszakitds nélkiil elérhetdk legyenek. +1. Non-repudiation
(Letagadhatatlansag): A kiild6 nem tagadhatja le, hogy 6 kiildte az {izenetet.

(Confidentiality) [ Integrity

A

Integrity (Confidentiality

U;

Availability Accountability

(('onﬁdeutia]it)) ( Integrity ) (('ouﬁdentialit}) ( Integrity )

¢

( Assurance )

Fizikai védelem

A hardverek, halozatok és épiiletek védelme a fizikai behatolas, lopas vagy természeti katasztroéfak
ellen. (EszkOzei: biztonsagi Orség, zarak, kamerdk, beléptetd rendszerek, tlzvédelem,
sziinetmentes tapegységek).



Kartékony programok (Malware) és osztalyozasuk

Olyan szoftverek, amelyeket informatikai rendszerek megzavarasara, adatgyljtésre vagy
karokozasra terveztek.

Terjedési méd szerint:

e Virus (Virus): Olyan kod, amely egy létezd, futtathatd fajlhoz (gazdaprogramhoz)
kapcsolodik. A terjedéséhez emberi interakcio (pl. a fert6zott program elinditasa) sziikséges.

e Féreg (Worm): Onéllo program, amely emberi beavatkozas nélkiil képes mdsolni és
terjeszteni magat a haloézaton keresztiil (gyakran biztonsagi réseket kihasznalva).

e Tréjai falé (Trojan): Hasznosnak, artalmatlannak alcazott szoftver, amely a hattérben
kartékony funkcidkat hajt végre. Nem masolja 6nmagat.

Biintet6 rutin (Payload / Karokozasi mod) szerint:

e Zsarolévirus (Ransomware): Titkositja a felhasznalo adatait, és a feloldokulcsért cserébe
valtsagdijat kovetel.

e Kémprogram (Spyware): Titokban adatokat (jelszavakat, bankkartyaadatokat, bongészési
szokasokat) gytjt a felhasznalorol (pl. Keylogger - billentytizetleiités-rogzito).

e Rootkit: A rendszer mélyén (akar kernel szinten) elrejt6z6 kartevd, ami teljes adminisztratori
(root) jogot biztosit a tamadonak, mikdzben elrejti a sajat folyamatait a virusirtok eldl.

e Backdoor (Hatsé ajto): Egy titkos belépési pont a rendszerbe, amely megkeriili a normal
hitelesitési mechanizmusokat.

Algoritmikus védelem: Titkositas, Hash és Digitalis Alairas
A szoftveres/matematikai védekezés alapkovei a kriptografiai eljarasok.

1. Hash fiiggvények (Lenyomatok): TetszOleges hosszisagii bemeneti adatbol egy fix
hosszusagu (pl. 256 bites) bitsorozatot ("ujjlenyomatot") generalnak.

o Tulajdonsagai: Egyiranyu (a lenyomatbol nem allithatd vissza az eredeti adat), és
itkdzésmentes (két kiilonbozo fajlnak nem lehet ugyanaz a hash-e).

e (élja: A jelszavak biztonsagos tarolasa és az adatok Sértetlenségének ellenérzése.
2. Titkositas (Encryption):

o Szimmetrikus titkositas: Ugyanazt az egyetlen titkos kulcsot hasznaljak a szdveg
titkositasara és visszafejtésére is.

o Elénye: Nagyon gyors, nagy adatmennyiség titkositasara alkalmas.

o Hatranya: A kulcsot biztonsagosan meg kell osztani a két fél kozott (kulcselosztasi
probléma).

o Példa algoritmus: AES (Advanced Encryption Standard) — Jelenleg a legelterjedtebb,
blokkalapu, szimmetrikus algoritmus, amit bankok és kormanyok is hasznalnak.

AES (Advanced Encryption Standard)

Az AES jelenleg a vilag legelterjedtebb szimmetrikus titkositasi szabvanya, amelyet
kormanyok, bankok és katonai szervezetek is hasznalnak.



Tipus: Szimmetrikus kulcst titkositas.

Miikédési elv: Blokktitkosité algoritmus, amely az adatokat fix méreti,
128 bites blokkokban kezeli.

Kulcshasznalat: Ugyanazt a titkos kulcsot hasznalja a titkositdshoz és a
visszafejtéshez is.

o Képlete: C = Ek(P)ésP = Dk(C), ahol k a kozos titkos kulcs.

Kulcshossz: Valaszthatéan 128, 192 vagy 256 bit.
Jellemzdok:

o Gyorsasag: Rendkivill gyors, nagy adatmennyiség (pl.
merevlemezek, fajlok) titkositasara kivaloan alkalmas.

o Biztonsag: Eddig nem ismertek hatékony tamadasok ellene; a 256
bites verzi6 még a kvantumszamitogépekkel szemben is
ellenallonak tekinthetd.

F6 hatranya: A Kkulcselosztasi probléma. Mivel mindkét félnek
ugyanazzal a kulccsal kell rendelkeznie, a kulcs biztonsagos célba juttatasa
nehézkes egy nyilvanos halozaton keresztiil.

o Aszimmetrikus (Nyilvanos kulcsu) titkositas: Minden félnek két kulcsa van: egy Nyilvdanos
(amit barki ismerhet) és egy Privat (amit szigoruan titokban kell tartani). Amit az egyik

kulccsal titkositanak, azt csak a masikkal lehet visszafejteni.

Szimmetrikus

Aszimmetrikus

Kulcsok titkossaga

kulcsok titkosak (K)

(PK,SK)

nyilvanos (public) és titkos (secret) kulcs

Kulcsok kezelése

kulcscsere algoritmusok

Nyilvanos Kulcs Infrastruktira
(Public Key Infrastructure)

IdGigény gyors algoritmusok lassii algoritmusok
Uzenetek mérete | 4 Nagy méretli, ¢ kis méretii
Péeldak ” TDES, AES ] RSA, ElGamal,

. elliptikus gérbe titkositas

I

o Példa: Ha Aliz titkos tizenetet kiild Bobnak, akkor Bob nyilvdnos kulcsaval titkositja.

Ezt az iizenetet ezutan kizardlag Bob tudja elolvasni a sajat privat kulcsaval.

o Példa algoritmus: RSA (Rivest-Shamir-Adleman) — Miikddése a nagy primszamok
szorzatanak felbontasi nehézségén (faktorizacio) alapul. Mivel lassu, altaldban nem az

egész lizenetet, csak a szimmetrikus kulcsokat titkositjak vele.

RSA (Rivest-Shamir-Adleman)

Az RSA az aszimmetrikus (nyilvanos kulcsu) kriptografia uttérdje és legfontosabb

algoritmusa.

e Tipus: Aszimmetrikus titkositas.

e Kulespar: Minden felhasznalo két kulccsal rendelkezik:

L.

Nyilvanos kulcs (e, n): Barki szdmara elérhetd, ezzel titkositjak az
uzenetet.




2. Privat kules (d, n): Csak a tulajdonos ismeri, ezzel fejti vissza a
titkositott szoveget.

e Matematikai alap: A nagy szamok faktorizaciojanak (tényezékre bontasanak)
nehézségén alapul. Két hatalmas primszdm (p és q) szorzatat (n = p - q)
konnyli kiszamolni, de a szorzatbdl visszafejteni az eredeti primeket
gyakorlatilag lehetetlen ésszer(i idén beliil.

e Folyamat:
1. Valasztunk két nagy primet: p, q
2. Kiszamitjuk:n = p - q
3. Titkositas: C = M° (mod n)

4. Visszafejtés: M = c* (modn)
o Jellemzok:

o Lassusag: Sokkal lassabb, mint az AES, ezért kozvetleniil nem hasznaljdk nagy fajlok
titkositasara.

o Felhasznalas: Foként digitalis alairasokhoz (hitelesités) és szimmetrikus kulcsok
(pl. AES kulcs) atkiildésére hasznaljak.

e Biztonsag: A biztonsdg a kulcs hosszatdl fiigg (ma a 2048 vagy 4096 bit az
elvart).

3. Digitalis Aldiras: Az aszimmetrikus kriptografia forditott felhasznalasa a hitelesség és a
letagadhatatlansag biztositasara.

e Miikddése: A feladd a dokumentum Hash-lenyomatat titkositja a sajat Privdt kulcsaval. Ez a
digitalis alairas. Barki ellendrizheti ezt a feladé Nyilvdanos kulcsaval: ha a dekoédolt Hash
megegyezik a dokumentum tényleges Hash-ével, akkor biztos, hogy a dokumentumot a felado
irta ala (hiszen csak neki van meg a privat kulcs), és azdta nem is modositottak azt.

Signer’s private key

!

message | 2gning Signer’s public key
algorithm L
! ! Unsecured channel dnature Ok / not Ok
message signature; f====p===—====-- -~ verification [------ e
algorithm

Signher Verifier




Informatikai ismeretek:

Adatbazisrendszerek
1.1. Alapfogalmak
e Adatbazis (Database - DB): Logikailag 0Osszefliggd, egyedeket ¢és a koztik 1évo

kapcsolatokat leird, belsd jelentéssel bird adatok Osszessége. A valds vilag egy részének
(minimodelljének) szamitdgépes leképezése.

Adatbazis-kezeld rendszer (DBMS - Database Management System): Olyan specidlis
szoftverrendszer (vagy szoftvercsomag), amely lehetové teszi a felhaszndlok szamara az
adatbazisok létrehozasat, karbantartdsat, lekérdezését és a hozzaférés-szabalyozast (pl.
MySQL, Oracle, PostgreSQL).

Adatbazisrendszer: Az adatbazis (a tényleges adatok) és a DBMS (a szoftver) egylittesét,
valamint a futtaté hardvert és a felhasznalokat egylittesen adatbazisrendszernek nevezziik.

1.2. Koncepcionalis adatbazis-tervezés és az ER modell

A koncepciondlis tervezés célja a valos vilag kovetelményeinek egy magas szinti,
implementaciofiiggetlen modellbe valo atiiltetése. Ennek legelterjedtebb eszkdze az Egyed-Kapcsolat
(Entity-Relationship - ER) modell.

Az ER modell elemei:

L.

3.

Egyed (Entity): A valos vilag egy onalloan létezd, masoktol megkiilonboztethetd dolga vagy
fogalma (pl. Dolgozd, Osztaly). ER diagramon téglalappal jeloljiik.

Tulajdonsag (Attributum): Az egyedeket leird jellemzok (pl. Neév, Fizetés). ER diagramon
ellipszissel jeloljiik.

o Kulcs attributum: Egyértelmiien azonositja az egyedet (aldhuzva jeloljik).

o Tobbértékii attributum: Egy egyedhez tobb érték is tartozhat (pl. Telefonszamok -
dupla ellipszis).

o Szdrmaztatott attribiitum: Mas adatokbol kiszamolhatd (pl. Eletkor a sziiletési
datumbol - szaggatott ellipszis).

Kapcsolat (Relationship): Két vagy tobb egyed kozotti logikai viszony (pl. Dolgozik rajta).
ER diagramon rombusszal jeloljiik.

absztrakt konkrét

egyed egyedtipus egyed-eléfordulas

tulajdonsag | tulajdonsagtipus | tulajdonsag-eléfordulas

kapcsolat kapcsolattipus kapcsolat-eléfordulas

Kapcsolatok szamossaga (Kardinalitas):

1:1 (Egy-az-egyhez): Egy A egyedhez pontosan egy B egyed tartozik, és forditva (pl. Osztaly
¢s Vezetd).

1:N (Egy-a-tobbhoz): Egy A egyedhez tobb B egyed tartozhat, de egy B egyedhez csak egy
A (pl. Osztaly és Dolgozo).



e M:N (Tobb-a-tobbhoz): Egy A egyedhez tobb B egyed is tartozhat, és forditva (pl. Dolgozo
¢és Projekt).

1.3. Az ER modell leképezése Relaciés modellre

Ahhoz, hogy az ER modellbél fizikai adatbazis legyen, relacioés sémava (tablakka) kell alakitani a
kovetkezd szabalyok szerint:

1. Egyedek leképezése: Minden erés (6nalld) egyedbdl egy tabla -
(relacio) lesz. Az egyed attributumai lesznek a tabla oszlopai, a :
kulcs attributum lesz az Elsédleges kulcs (Primary Key - PK).

2. 1:1 kapcsolat leképezése: Az egyik tabla elsddleges kulcsat <
beletessziik a masik tiblaba Idegen kulcsként (Foreign Key -
FK). Erdemes abba tenni, amelyik a kapcsolatban kotelezden
részt vesz.

3. 1:N kapcsolat leképezése: A kapcsolat "tobb" (N) oldalan 1évo
tablaba betessziik az "egy" (1) oldal tablajanak elsédleges kulcsat &
idegen kulcsként. _

=

4. M:N kapcsolat leképezése: Ehhez kotelezd 1étrehozni egy uj
kapcsolétablat. Ennek a tablanak az elsddleges kulcsa a két
Osszekapcsolt tabla elsddleges kulcsaibol fog allni (6sszetett kulcs).

1.4. Adatbazisok tipusai / jellemzése

e Relaciés adatbazis: Az adatok kétdimenzids tablakban (relacidkban) helyezkednek el. A
tablak sorokbdl (rekordok/n-esek) és oszlopokbol (attributumok) allnak. Szigora sémaval €s
relaciokkal (PK, FK) rendelkezik. Matematikai alapja a relacios algebra.

e Objektum-relaciés adatbazis: A  hagyomanyos relacios modell kiterjesztése
objektumorientalt fogalmakkal. Tamogatja a komplex adattipusokat (pl. tombok), az
oroklodést, és lehetové teszi metodusok (fliggvények) tarolasat az adatbazisban.

e NoSQL (Not Only SQL) adatbazis: Nem relacios elvli adatbazisok, amelyek rugalmas
(schema-less) adatmodellt hasznalnak. Kifejezetten a horizontalisan skalazhatosagra és a "Big
Data" kezelésére lettek kitalalva.

o Tipusai: Dokumentum alapi (pl. MongoDB - JSON dokumentumok), Kulcs-érték
tarak (pl. Redis), Graf alaptiak (pl. Neo4J), Oszlopcsalad alapuak (pl. Cassandra).

{
"lastVisit":1324669989288,
"gser":{
"customerId":"91cfdf5bchTc",
"name":"Marton Ispany",
"countryCode" : "HUN",
"tz0ffset":"CET"
¥
}

1.5. A Funkcionalis fiiggés fogalma



A relacios adatbazis-tervezés (€s a normalizalas) matematikai alapja.

e Definicio: Egy R relacidban az Y attribitumhalmaz funkciondlisan fiigg az X
attributumhalmaztol (jelolése: X — Y), ha az X értéke egyértelmiien meghatarozza az Y
értékeét.

e Jelentése a gyakorlatban: Ha egy tablaban két sornak megegyezik az X értéke, akkor
kotelezden meg kell egyeznie az Y értékiiknek is. (Példaul: Személyi szam — Név,
Sziiletési_id6). Ha az X egyértelmiien meghatarozza a tabla dsszes tobbi oszlopat, akkor X egy
szuperkulcs.

1.6. Az SQL elemei és lekérdezések

Az SQL (Structured Query Language) a relacios adatbazisok szabvanyos nyelve. Harom {6 részre
oszlik:

1. DDL (Data Definition Language - Adatdefiniciés nyelv)

Az adatbazis szerkezetének (sémajanak, tablainak, nézeteinek) létrehozasara és modositasara szolgal.
e CREATE: Uj tabla/adatbazis/index létrehozasa. (pl. CREATE TABLE Dolgozo (...))
e ALTER: Meglévo struktira modositasa (pl. oszlop hozzaadasa).
e DROP: Tébla vagy adatbazis végleges torlése.

2. DML (Data Manipulation Language - Adatmanipulacidos nyelv)

A tablakban 1év6 tényleges adatok (sorok) kezelésére, lekérdezésére és modositasara szolgal.

e SELECT: Adatok lekérdezése (A relacids algebra szelekeio6 (o) és projekeio (1) miiveleteinek
felel meg).

e INSERT: Uj sor (rekord) beszurasa.
e UPDATE: Meglévo adatok modositasa.
e DELETE: Sorok torlése a tablabol.
3. DCL (Data Control Language - Adatvezérlé nyelv)
A jogosultsagok és a hozzaférés szabalyozasara szolgal.
e GRANT: Jogosultsag (pl. olvasasi, irasi jog) adasa egy felhasznalonak.
e REVOKE: Megadott jogosultsag visszavonasa.
Egyszerii lekérdezések és Tablak osszekapcsolasa (JOIN)

Egy alapvetd lekérdezés szerkezete:

SQL

SELECT oszlopl, oszlop?2 -— Projekcid (mely oszlopokat kérjik)
FROM tabla -- Melyik tabléabdl

WHERE feltétel; —-— Szelekcidé (milyen feltételnek

megfeleld sorokat)

Tablak osszekapcsolasa: Mivel az adatok normalizalt formaban, tobb tablaban vannak szétszorva, a
JOIN miiveletekkel (relacios algebrai Descartes-szorzat és szelekcié kombinacidjaval) tudjuk 6ket Gjra
egyesiteni a kulcsok (PK-FK) mentén.



INNER JOIN: Csak azokat a sorokat adja vissza, amelyeknek mindkét tablaban van parjuk a
megadott feltétel alapjan.

LEFT (OUTER) JOIN: Visszaadja a bal oldali tabla dsszes sorat, és a jobb oldali tablabol
azokat, amik illeszkednek. (Ahol nincs par, ott NULL értékek lesznek).

RIGHT (OUTER) JOIN: Ugyanaz, csak a jobb oldali tabla minden sorat adja vissza.

FULL (OUTER) JOIN: Visszaadja mindkét tabla Gsszes sorat, parositva, ahol lehet, mashol
NULL-al kitoltve.



Programozasi alapfogalmak
2.1. Adattipusok és Valtozok
Adattipus fogalma
Az adattipus egy programozasi koncepcio, amelyet harom f6 dolog hataroz meg :
1. Ertékkészlet (Tartomany): Milyen értékeket vehet fel (pl. egész szamok halmaza).
2. Miiveletek halmaza: Milyen operaciokat végezhetiink rajta (pl. 0sszeadas, szorzas).
3. Reprezentacio: Hogyan tarolodik a memoriaban (pl. 32 biten, kettes bokolo alakban).
Csoportositasuk:

e Beépitett (Primitiv) tipusok: * Egyszerii tipusok: Numerikus (int, float), Karakteres (char,
string), Logikai (bool) .

o Osszetett tipusok: Vektor (tomb), pointer, felsorolas (enum) .
o Felhasznaloi tipusok: Osztalyok (class), strukturak (struct), amiket a programoz6 hoz létre.
Valtozé

A valtozo egy névvel azonositott memoriateriilet, amely az adatok tarolasara szolgal . Egy valtozo 6
f6 jellemzdje:

1. Név (Azonosité): Ezzel hivatkozunk ra a kédban.

2. Cim (L-value): Hol helyezkedik el a memoriaban.

3. Tipus: Meghatarozza a méretét és a rajta végezhetd miiveleteket.
4. Erték (R-value): A memoériacimen tarolt tényleges adat.

5. Elettartam (Lifetime): Az az idétartam a program futdsa soran, amig a valtozo a memoridban
létezik (pl. egy fiiggvény futdsa alatt).

6. Hataskor (Scope): A programkod azon része, ahol a valtozo neve érvényes és hivatkozni
lehet ra.

2.2. Miiveletek, Operatorok, Kifejezések és Utasitasok
e Operator (Miiveleti jel): A miiveletet szimbolizalja (pl. +, -, ==, &&).
e Operandus: Az az adat (valtozo6 vagy konstans), amin a miiveletet elvégezziik.
o Unaris: 1 operandusa van (pl. i++, -x).
o Binaris: 2 operandusa van (pl. a + b).
o Ternaris: 3 operandusa van (pl. feltételes operator: feltétel ? igaz_ag : hamis_ag).

o Kifejezés: Operatorok és operandusok szabalyosan felépitett sorozata, amelynek kiértékelése
egy értéket eredményez. A kiértékelést két dolog szabalyozza:

o Precedencia: A miiveletek végrehajtasi sorrendje (kotési erdsség, pl. a szorzas
erdsebb az 6sszeadasnal).

o Asszociativitas: Azonos precedenciaju miveletek esetén a kiértékelés iranya
(altalaban balrol jobbra, de pl. az értékadas jobbrol balra két).



Utasitas: A program egy o0nallo, végrehajthato egysége (pl. értékadd utasitds, elagazas,
fiiggvényhivas). Nem feltétleniil ad vissza értéket, inkabb egy cselekvést hajt végre.

2.3. Vezérlési szerkezetek és Blokk

A vezérlési szerkezetek hatarozzak meg az utasitdsok végrehajtasanak sorrendjét. (A Bohm-Jacopini
tétel kimondja, hogy minden algoritmus megirhato 3 alapvetd szerkezettel).

1.
2.

Szekvencia: Az utasitasok egyszer(l, egymas utani (sorrendi) végrehajtasa.
Szelekcié (Elagazas): Feltétel alapjan dol el, hogy melyik kodag fut le.
o Egy-/kétiranyu: if / if-else.
o Tébbiranyu: switch-case.
Iteracié (Ciklus): Egy utasitasblokk ismételt végrehajtasa.
o Eloltesztelos: Eloszor vizsgalja a feltételt, lehet, hogy egyszer sem fut le (while).

o Hatultesztelds: Eloszor lefut a mag, majd utana tesztel. Legalabb egyszer biztosan
lefut! (do-while).

o Szamlalos (diszkrét): Elére ismert az ismétlések szama (for).

Blokk: Utasitasok sorozata, amelyeket egy logikai egységbe foglalunk (pl. { és } jelek kozé
C-szerl nyelvekben). A blokk egyben uj hataskort is nyit.

2.4. Hataskorkezelés és Lathatosag

Hataskor (Scope): A programkod azon lexikalis szakasza, ahol egy adott azonositohoz
(névhez) a deklaracioja érvényes.

o Fajtdai: Lokalis (csak a blokkon/fiiggvényen beliil él), Globalis (mindenhonnan
elérhetd), Osztalyszintl.

Lathatosag: Ahol a valtozo egyértelmiien elérhetd a nevén keresztiil.

o Arnyékolis (Shadowing): Ha egy bels6 blokkban deklaralunk egy ugyanilyen nevii
valtozot, az eltakarja (arnyékolja) a kiils6é valtozot; a hataskore ott van, de nem lathato.

2.5. Programegységek, Paraméteratadas

Programegység / Alprogram: Kod egy logikailag elkiilonitett, Gjrahasznalhatd része. Lehet
Fiiggvény (van visszatérési értéke) vagy Eljaras (nincs visszatérési értéke, pl. void C-ben).

srer

Aktualis paraméter: Az az értek (kifejezés), amit az alprogram hivdsakor konkrétan atadunk.

Paraméteratadasi modok :

1.

Erték szerinti (Call by Value): Az aktualis paraméter értéke lemdsolédik a formalis
paraméterbe. A fliggvény a masolaton dolgozik, az eredeti valtozo nem modosul .

Cim szerinti (Call by Reference / Pointer): A valtozé memoriacime adodik at. A fliggvény
kozvetleniil az eredeti valtozot manipulalja, igy a valtozas tartés marad .

Eredmény szerinti: Csak "kifel¢" kommunikal, a fiiggvény futdsa végén az eredmény
bemasolodik a megadott valtozdba .



4. Név szerinti (Macro): Szoveges helyettesités hivaskor (inkabb torténelmi jelentdségii vagy
makroknal hasznalatos) .

2.6. Absztrakt Adattipus (ADT)

Egy olyan adattipus, amely megvalésitja az adatbezarast (encapsulation) és az informaciorejtést
(information hiding) .

e Lényege: Szétvalasztja az interfészt (mit lehet csinalni az adattal - a publikus metddusok) és az
implementaciot (hogyan van ez belséleg leprogramozva és tarolva) .

o A felhasznal6 csak a definialt miiveleteken (fiiggvényeken) keresztiil férhet hozzd az
adatokhoz, kdzvetleniil a memoriareprezentacidhoz nem (pl. privat adattagok egy osztalyban).
Ezzel garantalhato az adatok konzisztencidja és biztonsaga.

2.7. Kivételkezelés (Exception Handling)
A futési ideju (runtime) hibdk elegans és strukturalt kezelésére szolgald nyelvi mechanizmus.

e Probléma: Ha kivételkezelés nélkiil futunk hibara (pl. nullaval osztas, nem létezé f4jl
megnyitasa), a program azonnal "elall" (6sszeomlik).

e Megoldas: A gyanus kodrészt betessziik egy védett blokkba (try). Ha itt hiba torténik, a
rendszer "eldob" egy kivétel-objektumot (throw). A program futasa megszakad a try blokkban,
¢és a vezérlés atkeriil a hibakezelé blokkba (catch), ami a hibat lekezeli (pl. hibaiizenetet ir
ki), majd a program futasa normalisan folytatddik.

e Opcionalis rész: A finally blokk mindenképpen lefut (akar volt hiba, akar nem), idedlis a
megnyitott er6forradsok (pl. fajlok, adatbazis kapcsolatok) biztonsdgos lezarasara.



Az objektumorientalt paradigma alapfogalmai

3.1. Az OOP paradigma, Osztaly, Objektum és Példanyositas

Objektumorientalt paradigma (OOP): Olyan programozasi megkozelités (moddszertan),
amely a valos vilagot egymassal kommunikalé objektumok halmazaként modellezi. A fokusz
a funkciok helyett az adatokon (és az azokon végezheté miiveleteken) van.

Osztaly (Class): * Egy elvont "tervrajz" vagy sablon (felhasznaléi tipus).

o Keét f6 részbdl 4ll: Adattagokbdl (tulajdonsagok/allapot) és Metédusokbdl
(viselkedés/fiiggvények).

o Onmagaban nem foglal memoriat az adatoknak, csak leirja, hogy az ezen alapuld
objektumok hogyan fognak kinézni.

Objektum (Példany / Instance):
o Az osztaly alapjan memoriaban létrejott, futdsidében létez6 konkrét entitas.

o Minden objektumnak sajat dllapota van (az adattagok aktualis értékei), de a
viselkedésiikon (metodusokon) osztoznak az osztaly tobbi példanyaval.

Példanyositas (Instantiation):

o Az a folyamat, amikor az osztalybol egy konkrét objektumot hozunk Iétre (memoriat
foglalunk neki).

o Ezt a feladatot a Konstruktor nevii specialis metodus végzi el, amely inicializalja az
objektum alapallapotat. (Altalaban a new kulcsszoval torténik).

3.2. A Bezarasi eszkozrendszer (Encapsulation)

Az adatok elrejtésének (information hiding) és egységbe zarasanak elve.

Célja: Az objektum belsd allapota rejtve maradjon a kiilvilag eldl, és azt csak ellendrzott
modon, a publikus metddusokon (Getterek és Setterek) keresztiil lehessen modositani vagy
lekérdezni. Ez védi az adatok konzisztenciajat (pl. ne lehessen egy ember életkora negativ).

Lathaté6sagi (hozzaférési) modositok:

L.

Private (Privat): A tag csak és kizarolag az adott osztalyon beliilrol érheté el. Ez a bezaras
alapja.

Public (Publikus): A tag barhonnan, barmilyen mas osztalybol elérhet6 (ez adja az osztaly
"interfészét", a kiilvilag felé mutatott arcat).

Protected (Védett): A tag elérheté az osztalyon beliil, ES az ebbél az osztalybol szarmazo
(6roklo) gyermekosztalyokban is (de kiviilr6l nem).

3.3. Oroklédés (Inheritance) és Osztalyhierarchia

Oroklédés: Olyan mechanizmus, amellyel egy meglévé osztalybol (Os/Sziil osztaly) egy j
osztalyt (Gyermek/Leszarmazott osztaly) hozhatunk Iétre.

Jellemzoi:

o A gyermek megorokli a sziilo 0sszes nem privat adattagjat és metodusat.



o A gyermek kibovitheti az Ost 0j tulajdonsagokkal, vagy feliilirhatja (override) az 6s
metodusait.

o Ez egy "IS-A" (egyfajta) kapcsolat. (Pl. a Kutya egyfajta Allat). Célja a
kéduajrahasznositas.

e Osztalyhierarchia: Az 6roklodések sorozatabol kialakulo fa struktura (pl. Object = Jarmii —
Auto — Sportautd).

* Megadott osztalyok kilonféle hely : GPS
hierarchiakba rendezheték Allat :W @/g{ suly : Szam

* A megfelel§ hierarchia kiépitése hely : GPS T . -, |Eszik()
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3.4. Polimorfizmus és Metodustilterhelés

A tobbalakisag (polimorfizmus) azt jelenti, hogy azonos nevii vagy interfészii dolgok
kiilonbozoképpen viselkedhetnek. Két £6 fajtaja van:

1. Metodustilterhelés (Overloading) — Statikus / Forditasi idejii polimorfizmus:

e Egy osztalyon beliill tobb metodus is létezhet ugyanazzal a névvel, feltéve, hogy a
szignaturajuk (a paraméterek szama, tipusa vagy sorrendje) eltéro.

o A fordité mar a kod megirasakor (forditasi idében) tudja, hogy a paraméterek alapjan pontosan
melyik fiiggvényt kell meghivni.

2. Polimorfizmus (Dinamikus kotés) — Futasi idejii tobbalakusag:

e [Lényege: Egy Ososztaly tipust referencia (valtozd) mutathat egy leszarmazott osztaly
példanyara (PL. Allat a = new Kutya();).

e Ha meghivunk egy feliilirhatoé (virtualis) metodust az §s referenciavaltozdjan, a program csak
futasi idében donti el az objektum fényleges tipusa alapjan, hogy melyik metddus fusson le
(az 6sé, vagy a gyermek altal feliilirt valtozat).

3.5. Absztrakt osztalyok és Interfészek
Mindketté a magas szintli tervezést és az 0roklodés kikényszeritését szolgalja.
Absztrakt osztaly (Abstract Class):

e Olyan osztaly, amelyet NEM lehet példanyositani (nem hozhato 1étre beldle objektum a new
kulcsszdval).

e Tartalmazhat normal (kidolgozott) metodusokat és absztrakt metodusokat is.



o Absztrakt metodus: Csak deklaracidja van (fejléce), de nincs torzse (implementacidja). A
gyermekosztalynak kotelezé ezt megirnia, kiilonben a gyermek is absztrakt marad.

Allat
Beszél( )
Kuiya/} \Macska
KI: ,VAU” Beszél( ) Beszeél( )

Interfész (Interface):
e Egy teljesen absztrakt "szerz6dés" vagy viselkedésleiras.

o Kizarodlag absztrakt metodusok deklaracioit tartalmazhatja (bar Gjabb nyelvekben mar lehet
alapértelmezett implementacid). NEM tartalmazhat adattagokat (allapotot).

o Egy osztily implementdlja az interfészt (akar tobbet is egyszerre, ezzel megoldva a
tobbszoros oroklédést, ami sima osztalyoknal sok nyelvben, pl. C# vagy Java, tilos).

Tulajdonsag Absztrakt Osztaly [Interfész

Példanyosithat6? [Nem [Nem

Tartalmazhat adattagot (allapotot)? [[gen [Nem

Tartalmazhat kifejtett metodust?  [[gen (Altalaban) Nem

Tobbszoros "oroklodés" [Nem (csak 1 sziil6 lehet) [[gen (t6bb is implementalhato)

3.6. Tipustagok (Statikus tagok)

e A normadl adattagok és metodusok az objektumhoz (példanyhoz) tartoznak (példany szintiiek).
Minden objektumnak sajat masolata van az adattagokbol.

e A Tipustagok (Static / Statikus tagok) magahoz az osztalyhoz (a tipushoz) tartoznak, nem a
példanyokhoz.

o Jellemzdbi:

o A statikus valtozobol csak egyetlen egy darab létezik a memoridban, ezen osztozik az
osztaly Osszes példanya.

o A statikus metodusok meghivasahoz nem kell objektumot 1étrehozni (pl. Math.Sqrt()).

o Egy statikus metodusbol nem lehet hivatkozni példanyszintli (nem statikus) tagokra
vagy a this kulcsszora, hiszen nem tudni, melyik objektum nevében fut.



Operiacios rendszerek és Folyamatkezelés
4.1. Operacios rendszerek fogalma, felépitése, osztalyozasuk
Az Operacios rendszer (OS) fogalma:

Nincs egyetlen, univerzalis definicid, de funkcionalisan az OS egy olyan alapszoftver, amely a
szamitogép hardverét és szoftvereit kezeli, absztrakciot nyujt a hardver felett a felhasznaloi programok
szamara, és kozvetitoként szolgal a felhasznalo és a gép kozott.

Két 16 megkozelitésbol irhato le:

1. Eroforras-kezel6 (Resource allocator): Kezeli a CPU-t, memoriat, I/O eszkozoket, és
igazsagosan/hatékonyan osztja el azokat a programok kozott.

2. Vezérlé program (Control program): Feliigyeli a felhasznaléi programok végrehajtasat a
hibak és a szamitdgép helytelen hasznalatanak elkeriilése végett.

user user user user
1 2 3 e n
mouse  keyboard  printer  monitor
disks —~ m
S o £ N
o ¢ &R -
compiler assembler text editor qoa database disk | ‘h.
system IS graphics
Y ‘ cPU | ‘ controller ‘ USB controller | ‘ e

system and application programs | [ |

.
operating system

computer hardware

Felépitésiik (Architekturak):

user and other system programs

GUI ‘ batch command line

user interfaces

system calls

execution operations

program ile} file
systems allocation

. . T .
communication ssource ‘ accounting ‘

protection
and
security

error
detection

services

operating system

hardware

e Monolitikus: Az operaciés rendszer Osszes funkcidja (fajlkezelés, folyamatkezelés,
memoriakezelés) egyetlen nagy kernelben fut, kernel modban. Gyors, de ha egy rész
Osszeomlik, a teljes rendszer leéllhat (pl. korai UNIX, Linux).



(the users)

= signals terminal file system CPU scheduling
g ing swapping block /O page replacement
2| | character VO system system demand paging
terminal drivers  disk and tape drivers  virtual memory

Kkemel interface io the hardware

terminal controllers | device controliers | memory controllers
terminals disks and tapes physical memory

e Mikrokernel: A kernel csak a legsziikségesebb funkcidkat (pl. memoriakezelés alapjai, IPC -
folyamatok kozotti kommunikécio) tartalmazza. A tobbi szolgaltatas (pl. fajlrendszer)
felhasznaldi (user) modban fut. Lassabb, de sokkal biztonsagosabb és stabilabb (pl. Minix,
Mach).

o Réteges (Layered): A rendszer szigoru hierarchikus rétegekbdl all, ahol az N. réteg csak az
N — 1. réteg szolgaltatasait hasznalhatja.

layer N
user interface

y . -
Y N

/ 7 layert N

hardware

e Hibrid: Tobb struktira elényeit 6tvozi (pl. Windows NT, macOS).
Osztalyozasuk:
e Batch (Kotegelt): Nincs interakcio, a feladatok (jobok) sorban hajtodnak végre.

o Time-sharing (ldéosztasos): A CPU gyorsan valtogat a feladatok kozott, igy tobb felhasznalo
interaktivan, egyidejiileg hasznalhatja a gépet.

e  Real-time (Valos idejii): Szigoru idékorlatok vannak (pl. orvosi miiszerek, autovezérlés). Ha a
hataridén beliil nem fut le a folyamat, a rendszer kudarcot vallott.

4.2. Fajlok és Fajlrendszerek. Specialis fajlok UNIX alatt.

o Fajl: Logikai tarolasi egység, egymashoz kapcsolddd adatok névvel ellatott halmaza a
hattértaron.

e Fijlrendszer: A fajlok ¢és konyvtarak (mappak) tarolasanak, elnevezésének ¢és
rendszerezésének modszere az adathordozon (pl. NTFS Windows-on, ext4 Linux-on).

Specialis fajlok UNIX alatt:

A UNIX filozofidja: "Minden fajl." Ez azt jelenti, hogy a hardvereszkozoket és a folyamatok kozotti
kommunikacids csatornakat is fajlként latja a rendszer.

1. Normal fajl ( - ): Szoveges vagy binaris adatok.

2. Konyvtar ( d - directory ): Fajlok ¢és almappak neveit és inode (index csomodpont)
hivatkozasait tartalmazza.

3. Karakteres eszkozfajl ( ¢ - character device ): Soros hozzaférésii hardverek, bajtonként
kommunikalnak (pl. billentyiizet, egér, soros port).

4. Blokkos eszkozfajl ( b - block device ): Véletlenszeri hozzaférésti hardverek, blokkokban
kommunikalnak (pl. merevlemez, SSD).



5. Csdvezeték ( p - pipe/FIFO ): Folyamatok kozotti kommunikéciora szolgalo specialis fajl.
6. Socket (s): Halozati (vagy gépen beliili) kommunikacios végpont fajlként reprezentalva.

7. Szimbolikus link (1 - symlink ): Olyan f4jl, amely egy masik fajl vagy konyvtar elérési utjat
(pointerét) tartalmazza (hasonl6 a Windows parancsikonhoz).

file type usual extension function

executable exe, com, bin ready-ta-fun machine-
or none C program
object obj, o compiled, machine
not linked
source code €, ec, java, perl, source code in various
asm languages
batch bat, sh commands to the command
interpreter
markup xml, htrml, tex textual data, documents
word processor | xml, rif, various word-processor
docx formats
library lib, a, 5o, dil libraries of routines for
programmers
print or view gif, pdf, jpg ASCI or binary file in a
format for printing or
viewing
archive rar, zip, tar related files grouped into

one file, sometimes com-
pressed, for archiving
o storage
multimedia mpeg, mov, mp3, | binary file containing
mpd, avi audio or AV information

4.3. Atiranyitas, csévezetékek (Pipes)

A parancssoros (Shell) kornyezetben minden futd program alapvetden 3 standard I/O (Input/Output)
csatorndval rendelkezik:

e stdin (0): Standard bemenet (alapértelmezetten a billentytizet).

e stdout (1): Standard kimenet (alapértelmezetten a képernyd).

e stderr (2): Standard hibakimenet (alapértelmezetten a képernyd).
Atiranyitas operatorai:

e >: A kimenetet egy fajlba irdnyitja (feliilirja a fajlt). Pl: 1s > lista.txt

e >>: A kimenetet egy fjl végéhez fiizi (hozzairas).

e <: A bemenetet egy f4jlbol veszi a billentyiizet helyett. Pl: sort < nevek.txt

e 2> (Csak a hibakimenetet (stderr) iranyitja at fajlba.
Csdvezeték (Pipe |):

A pipe operator lehetdvé teszi, hogy két programot lancba kdssiink ugy, hogy az elsé program
standard kimenete (stdout) kozvetleniil a masodik program standard bemenetévé (stdin) valjon.

e Példa: 1s -1 | grep "txt" (Listdzza a fajlokat, de a grep szliri a kimenetet, €s csak a "txt"-t
tartalmazo sorokat irja ki).

4.4. Folyamatkezelés (Process management) és Utemezés

e Folyamat (Process): Egy végrehajtas alatt all6 program. (A program a diszken 1év6 passziv
kod, a folyamat a memoriaban 1évo aktiv entitas).

e Folyamat allapotai: Uj (New), Futasra kész (Ready), Futé (Running), Varakozé / Blokkolt
(Waiting), Befejezett (Terminated).



admitted interrupt terminated

scheduler dispatch

1/0 or event completion I/O or event wait

CPU Utemezési algoritmusok:

Az operaciés rendszer feladata eldonteni, hogy a "Ready" sorban varakozé folyamatok koziil melyik
kapja meg a processzort (CPU-t).

1.

FCFS (First-Come, First-Served): Erkezési sorrendben hajtja végre a feladatokat. (FIFO).
Héatranya: Egy hossz folyamat megakaszthatja a tobbit (Konvoj effektus).

SJF (Shortest Job First): A legrovidebb becsiilt futasi idejii folyamatot veszi elére. Lehet
megszakitasos (Preemptive) vagy megszakitas nélkiili (Non-preemptive).

Priority Scheduling (Prioritasos): Minden folyamat kap egy prioritdsi szamot. A
legmagasabb prioritast fut elészor.

o Probléma: Kiéheztetés (Starvation) - Az alacsony prioritasi folyamatok sosem
kertilnek sorra.

o Megoldds: Oregités (Aging) - A varakozasi id6vel aranyosan folyamatosan noveljiik a
prioritasukat.

Round-Robin (RR - Korforgd): Kifejezetten idéosztasos (Time-sharing) rendszerekhez.
Minden folyamat kap egy kis idékvantumot ($q$, pl. 10-100 ms). Ha lejar az id6, a rendszer
megszakitja (preemptalja) a folyamatot, és a sor végére teszi.

o Haa q tal nagy — FCFS lesz beldle.

o Ha a g til kicsi = A kontextusvaltasok (Context switch) miatti adminisztracids teher
(overhead) lelassitja a gépet.

Multilevel Queue (Tobbszintii sorok): A folyamatokat kiilonbozé sorokba osztja (pl.
rendszerfolyamatok, interaktiv, batch), €s a sorok kozott is van iitemezés (prioritas).

Tobbprocesszoros iitemezés (Multiprocessor Scheduling):

SMP (Symmetric Multiprocessing): Minden CPU-nak (magnak) sajat iitemezdje van, maguk
dontik el, mit futtatnak a k6zds (vagy sajat) varakozasi sorbol.

Processzor affinitas: A rendszer igyekszik a folyamatot ugyanazon a CPU-magon tartani, ahol
korabban futott, hogy a gyorsitotar (Cache) adatai ne vesszenek el.

4.5. Jelzések (Szignalok) és Utemezett végrehajtas

Jelzések (Signals):

Szoftveres megszakitasok (Software interrupts), a folyamatok k6zotti kommunikacio (IPC) legrégebbi
és legegyszeriibb formaja UNIX rendszerekben. A rendszer aszinkron eseményekrdl értesiti a
folyamatot.



e Ha egy folyamat kap egy szignalt, valaszolhat rd alapértelmezett modon (pl. kilép),
ignoralhatja (ha a szignal engedi), vagy lekezelheti egy sajat fliggvénnyel (Signal handler).

o Gyakori szignalok:
o SIGINT (2): Megszakitas a billentyiizetr6l (Ctrl+C).

o SIGTERM (15): Kérés a folyamat szabalyos, "szép" befejezésére (Alapértelmezett a
kill parancsnal).

o SIGKILL (9): Azonnali kilovés. Ezt a folyamat NEM tudja elkapni, ignoralni vagy
feliilirni, az OS azonnal megoli.

Utemezett végrehajtas:
LehetOség parancsok vagy scriptek automatikus lefutasara egy megadott jovobeli idépontban.
e at parancs: Egyszeri, jovObeli idOpontban torténd végrehajtasra (pl. at 14:00 tomorrow).

e cron daemon (szolgaltatas): Rendszeresen ismétlodd feladatok végrehajtasdra szolgal. A
feladatokat a crontab nevi fajlban definialjuk.

o A crontab szintaxisa 5 idomez6bdl €s a parancsbol all: [perc] [ora] [nap] [honap] [hét
napja] [parancs]

o PL OS5 * *1 tar -zcf backup.tar.gz /home (Minden hétfén hajnali 5 orakor lefut a
biztonsagi mentés).



Szoftverfejlesztési elvek, Tesztelés és Mintak

5.1. Verzidkezelés és Verziokezel6 rendszerek (VCS)

A verzidkezelés olyan eljarasok és szoftveres eszkozok Osszessége, amelyek nyomon kovetik és
rogzitik a forraskodban (vagy dokumentumokban) végzett valtoztatasokat. Célja a csapatmunka
tamogatasa, a kod torténetének megorzése €s a korabbi allapotok visszaallitasanak lehetdsége.

Alapfogalmak:

Repository (Tard): Az a kdzponti vagy helyi adatbazis, ahol a fajlok és a valtozasok torténete
tarolodik.

Commit: Egy adott allapot (valtozadscsomag) véglegesitése és mentése a repository-ba.

Branch (Elagazas): A {6 fejlesztési vonaltol (altalaban main vagy master) valo eltérés, amely
lehetové teszi 11j funkciok parhuzamos fejlesztését anélkiil, hogy a stabil kodot elrontanank.

Merge (Osszeolvasztas): Két dg (pl. egy fejlesztoi ag és a f6 4g) modositdsainak egyesitése.

Kozpontositott vs. Elosztott: A modern rendszerek (mint a Git) elosztottak, ami azt jelenti,
hogy minden fejlesztd gépén ott van a teljes repository egy teljes masolata, nem csak a
kdzponti szerveren.

5.2. Szoftvertesztelési alapfogalmak

A szoftvertesztelés célja a hibak (bugok) megtalalasa, a mindség biztositasa és annak igazoldsa, hogy a
szoftver megfelel a specifikacioknak.

A szoftvertesztelés hét alapelve:

© A tesztelés a hibak jelenlétét mutatja meg, nem a hianyukat
@ Lehetetlen a kimeritd tesztelés

© A korai tesztelés idot és pénzt takarit meg

@ A hibdk csoportosulnak

@ Ovakodj a kértevéirté paradoxontdl

O A tesztelés kornyezetfiggd

@ A hibamentesség egy tévhit

Egy tesztfolyamat az alabbi f6 tevékenységcsoportokhdl all:

o Teszttervezés (test planning)

o Tesztfelligyelet és -irdnyitas (test monitoring and control)
o Tesztelemzés (test analysis)

o Teszttervezés (test design)

o Teszt megvaldsitas (test implementation)

o Teszt végrehajtas (test execution)

o Tesztlezdrés (test completion)

Modellje:
Teszt- ) | Teszt- | ) o Tesz- | ) i Teszt
"] esetek " adatok “leredmények “| jelentések
Tesztesetek ||  Tesztadatok .| Program futtatdsa | .| 6552@3?5%21?;53
tervezése elékészitése a tesztadatokkal a tesztesetekkel




1. Tesztszintek (Milyen mélyen teszteliink?):

Egységteszt (Unit test): A legkisebb, Onalléan tesztelheté kodrészek (fiiggvények,
metodusok, osztalyok) izolalt tesztelése. (Fejlesztok végzik).

Integracios teszt: A mar letesztelt egységek kozotti kommunikacio és adatcsere
helyességének ellendrzése.

Rendszerteszt: A szoftver egészének, mint teljes, integralt rendszernek a tesztelése a
specifikacio alapjan.

Elfogadasi teszt (Acceptance test): A megrendel0 vagy a felhasznald végzi, célja annak
eldontése, hogy a rendszer megfelel-e az iizleti igényeknek.

2. Teszttervezési modszerek (Teszttipusok):

Feketedoboz-tesztelés: A tesztelo nem ismeri a szoftver belsd kodjat. Csak a bemeneteket
(input) adja meg, és a kimeneteket (output) vizsgalja az elvarasokhoz képest.

Fehérdoboz-tesztelés: A teszteld latja és ismeri a forrdskodot. A kod belsd szerkezetét,
elagazasait és ciklusait teszteli (pl. kodlefedettség - code coverage mérése).

5.3. Objektumorientalt tervezési alapelvek: SOLID, DRY

A SOLID 6t alapelv roviditése, amelyek betartasaval a kod rugalmasabb, karbantarthatobb és
kdnnyebben bovithetd lesz.

1.

DRY -

S - Single Responsibility Principle (Egyetlen felelosség elve): Egy osztalynak csak egyetlen
feladata (felel6ssége) lehet. Csak egyetlen oka lehet a valtozasra. (Pl. ne ugyanaz az osztaly
nyomtasson a képernydre, ami az adatbazis-kapcsolatot kezeli).

O - Open/Closed Principle (Nyilt/Zart elv): A szoftver entitasainak (osztalyok, modulok)
nyiltnak kell lenniiik a kiterjesztésre (6roklédés, interfészek), de zartnak a modositasra. Uj
funkciodt 4j kod hozzaadasaval érjlink el, ne a mar miikodo, régi kod atirasaval.

L - Liskov Substitution Principle (Liskov-féle behelyettesitési elv): Egy Ososztaly tipust
referencianak anélkiil kell behelyettesithetonek lennie barmelyik leszarmazottjaval, hogy a
program helyes miikodése megvaltozna. (A gyermek ne szilikitse le az 0s képességeit).

I - Interface Segregation Principle (Interfész-elkiilonitési elv): A klienseket nem szabad
rakényszeriteni olyan interfészek implementalasara, amelyeket nem hasznalnak. Inkabb sok
kicsi, specifikus interfészt csinaljunk, mint egy nagy "mindenes" (fat) interfészt.

D - Dependency Inversion Principle (Fiiggéség-megforditasi elv): A magas szintli modulok
ne fliggjenek az alacsony szintii moduloktol. Mindkettének absztrakcioktol (interfészektdl)
kell fiiggnie.

Don’t Repeat Yourself — Keriiljiik a kodismétlést



* Az ismétlések fajtai:
- Kényszeritett ismétliés (imposed duplication): a fejleszték Ugy érzik,
hogy nincs valasztasuk, a kdrnyezet lathatélag megkodveteli az ismétlést.

- Nem szandékos ismétlés (inadvertent duplication): a fejleszték nem
veszik észre, hogy informacidkat duplikalnak.

- Tiirelmetlen ismétlés (impatient duplication): a fejleszt6k
lustasagébol fakad, az ismétlés latszik a kdnnyebb utnak.

- Fejlesztok kozotti ismétlés (interdeveloper duplication): egy
csapatban vagy killonb6z6 csapatokban tébben duplikalnak egy
N e o . - " ’ / !
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» Kapcsoldodé fogalom: kédismétlés (code duplication, duplicate
code), copy-and-paste programming

Ellenkez6je — Write Everything Twice

KISS — Keep It Simple Stupid

Minél egyszeriibben oldjunk meg mindent.

YAGNI - You Aren’t Gonna Need It

Csak akkor implementéaljunk valamit, ha szlikséges.

Csatoltsag — Modul fiiggése egy masiktol (Laza(jobb) vagy Szoros)

Fiiggoség-befecskendezés (Dependency Injection - DI)

A DIP elv megvalositdsanak egyik mddszere. Lényege, hogy ha egy A osztalynak sziiksége van egy B
osztalyra a miikodéséhez, akkor az A osztaly nem maga hozza létre (nem new-ozza le) a B osztalyt,
hanem kiviilrél "kapja meg" (injektaljak neki) paraméterként — altalaban a konstruktoraban, egy
interfészen keresztiil. Ez nagymértékben megkonnyiti a tesztelést.

5.4. Architekturalis és Tervezési mintak

A tervezési mintak (Design Patterns) gyakran ismétlédé programozasi problémakra adott, bevalt,
Ujrahasznosithaté megoldassablonok.

1. GoF (Gang of Four) Tervezési mintak: Harom f6 kategériaba soroljuk dket:

Létrehozasi mintdk (Creational): Objektumok példanyositasat szabalyozzak (pl. Singleton /
Egyke - garantalja, hogy egy osztalybdl csak egyetlen példany létezzen; Factory / Gyar).

Szerkezeti mintak (Structural): Osztalyok és objektumok nagyobb strukturakba rendezését
segitik (pl. Adapter, Decorator).

Viselkedési mintak  (Behavioral):  Objektumok  kozotti — kommunikaciot — és
felelosségmegosztast irjak le (pl. Observer / Megfigyeld, Strategy).

2. Architekturalis minta: MVC (Model-View-Controller) Interaktiv szoftverek (pl. weboldalak,
asztali alkalmazasok) felépitésének alapszabvanya. Célja a felhasznaloi feliilet (Ul) és az iizleti logika
szigoru szétvalasztasa.

Model (Modell): Az alkalmazas adatai és a hozzajuk tartozé Tizleti logika (pl.
adatbazis-lekérdezések, szamitasok). Nem tud a feliiletrol.

View (Nézet / Megjelenités): A grafikus feliilet, amit a felhasznalo 1at. Megjeleniti a Modell
adatait.

Controller (Vezérlé): A kozvetitd. Fogadja a felhasznaloi bemeneteket (kattintas, gépelés),
értelmezi azokat, utasitja a Modellt az adatok frissitésére, majd frissiti a Nézetet az Uj
adatokkal.



5.5. Szoftverlicencek: Szabad és nem szabad szoftverek

A szoftverlicenc egy jogi szerzddés a készit6 és a felhasznalo kozott, amely meghatarozza a szoftver
hasznalatanak, modositasanak és terjesztésének feltételeit.

1. Proprietary (Zart / Tulajdonosi) szoftverek: A forraskod titkos (nem elérhetd a felhasznalok
szamara). A licenc csak a hasznalat jogat adja meg, a modositas, visszafejtés (reverse engineering) és a
tovabbadas szigoruan tilos. (P1. Microsoft Windows, MS Office).

2. Szabad szoftver (Free Software) és Nyilt forraskod (Open Source): Bar a két mozgalom
filozofiaja kicsit eltér (a Szabad szoftver mozgalom a felhasznalo szabadsagjogaira, az Open Source a
fejlesztési modell hatékonysagara fokuszal), a gyakorlatban a licenceik nagyon hasonlok. A Szabad
szoftver alapja a 4 alapszabadsag:

1.
2.

3.
4,

A program tetszdleges célbdl torténd futtatasanak szabadsaga.

A program mikodésének tanulmanyozasi és modositasi szabadsaga (ehhez a forraskod
elérése elofeltétel).

A masolatok tovabbadasanak szabadséaga (segithetsz a felebaratodon).

A modositott verzidk terjesztésének szabadsaga.

Szabad licencek fajtai:

Copyleft licencek (pl. GNU GPL): Szigoruak (virusszeriiek). Ha felhasznalsz vagy
modositasz egy ilyen kodcsipetet a sajat szoftveredben, akkor a te szoftveredet is kotelezo
ugyanezzel a szabad licenccel, nyilt forraskdddal kiadnod.

Megengeddé (Permissive) licencek (pl. MIT, BSD, Apache): Nagyon kevés korlatozast
tartalmaznak. Lehetdvé teszik, hogy a nyilt forraskodot zart, lizleti (proprietary) szoftverekben
is felhasznald anélkiil, hogy a sajat kododat nyiltta kellene tenned (4ltalaban csak a szerzok
nevét kell feltlintetni).



Szoftverfejlesztési Modszertanok
6.1. Hagyomanyos (Klasszikus) Szoftverfejlesztési Modszertanok

Ezek a modellek a szoftverfejlesztés hdskorabol szarmaznak. Jellemzdjiik, hogy a folyamatokat
szigoruan elkiiloniild fazisokra bontjdk (pl. Kovetelményelemzés — Tervezés — Implementacié —
Tesztelés — Karbantartas).

1. Vizesés modell (Waterfall)

e A legrégebbi és legegyszeriibb moddszertan. Linearis, a 1épések szigorian egymas utan
kovetkeznek.

e Egy fazisnak teljesen le kell zarulnia ahhoz, hogy a kovetkez6 elkezdédhessen.
e Eldénye: Kénnyen menedzselhetd, jo1 dokumentalt.

e Hatranya: Teljesen rugalmatlan. Mindent eldre definialni kell az elején. A megrendeld csak a
folyamat legvégén lat mikodo szoftvert. Ha menet kdzben megvaltozik az igény, szinte
lehetetlen visszalépni.

e Mikor j6? Ha a kovetelmények kdbe vannak vésve €s nem valtoznak (pl. repiilésirdnyitas,
NASA).
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2. V-modell

e A Vizesés modell tovabbfejlesztése. A Kkiilonbség az, hogy a tervezési/implementacios
szakaszokkal (a V betli bal szara) parhuzamosan mar megtervezik a hozzajuk tartozo
tesztelési szakaszokat is (a V betll jobb szara).

e Pl a Kovetelményelemzéshez tartozik az Elfogadasi teszt, a Rendszertervezéshez a
Rendszerteszt, a Kodolashoz az Egységteszt.
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3. Spiralis modell

e A legfobb kulcsszava a kockazatelemzés.



e Ciklusos (iterativ) modell. A folyamat egy spiral mentén halad, minden korben fazisokon
(tervezés, kockazatelemzés, fejlesztés, értékelés) megy keresztiil.

e Minden ciklus végén elkésziil egy mitkddo verzid (prototipus).

e Mikor j6? Hatalmas, draga, komplex és nagyon kockazatos rendszerek (pl. banki
alaprendszerek) fejlesztésénél.
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4. Prototipus alapu fejlesztés

e Ha a megrendel6 nem tudja pontosan megfogalmazni, mit akar, a fejlesztok készitenek egy
gyors, "miikddonek latszo" prototipust (pl. csak a grafikus feliiletet, amire lehet kattintani, de
nincs mogotte kod).

e A megrendeld kiprobalja, elmondja a véleményét, és csak a pontositott kovetelmények utan
kezdik el a valddi, robusztus rendszer fejlesztését (a prototipust gyakran eldobjak).

Prototipus
& /

Ugyfelek
Ly értesitése
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Frissités

Karbantartds ‘J ] Fejiesaes

5. Iterativ és Inkrementalis modszertanok

e Inkrementalis (Novekményes): A szoftvert kisebb, O©nallban mikodé darabokra
(inkrementumokra) bontjak, és ezeket 1épésenként adjak ki.

o Iterativ (Ismétlodd): A fejlesztési fazisokat ciklusokban (iteraciokban) ismétlik, a szoftver
folyamatosan finomodik, boviil.
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6. Gyors alkalmazasfejlesztés (RAD - Rapid Application Development)

e Az iterativ modell egy specialis formdja. A kodolas helyett a tervezésen és a gyors
prototipusgyartason van a hangsuly. Koédgeneratorokat, meglevé komponenseket hasznalnak
Osszeollozva, hogy minél el6bb miikdodo programot mutassanak.
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6.2. Agilis Szoftverfejlesztési Modszertanok és a Kialtvany

A 2000-es évek elején a szoftverfejleszték rajottek, hogy a hagyomanyos (Vizesés) modellek
biirokratikusak, és mire a szoftver elkésziil, a piac és a megrendeldi igények mar megvaltoztak. Ekkor
hoztak létre az Agilis Kialtvanyt (Agile Manifesto).

Az Agilis Kialtvany 4 alapértéke:

1. Individumok és interakciok fontosabbak, mint a folyamatok és eszkozok. (A jo
kommunikacié a csapatban mindennél tobbet ér).

2. Miikoédé szoftver fontosabb, mint az dtfogo dokumentdcio.
3. Megrendelovel val6 folyamatos egyiittmiikodés fontosabb, mint a szerzdédéses egyeztetések.
4. Valtozasokra valo reagalas fontosabb, mint egy eredeti terv merev kévetése.

(Megjegyzés: Ez nem azt jelenti, hogy a dolt betiis dolgok nem fontosak, csak a vastagon szedettek
sokkal értékesebbek az agilis szemléletben).

12 alapelv:



1. Our highest priority is to satisfy the customer through early and
continuous delivery of valuable software.

2. Welcome changing requirements, even late in development.
Agile processes harness change for the customer’s
competitive advantage.

3. Deliver working software frequently, from a couple of weeks to
a couple of months, with a preference to the shorter timescale.

4. Business people and developers must work together daily
throughout the project.

5. Build projects around motivated individuals. Give them the
environment and support they need and trust them to get the
job done.

6. The most efficient and effective method of conveying
information to and within a development team is
face-to-face conversation.

7. Working software is the primary measure of progress.

2. Agile processes promote sustainable development. The
sponsors, developers, and users should be able to
maintain a constant pace indefinitely.

9. Continuous attention to technical excellence and good
design enhances agility.

0. Simplicity—the art of maximizing the amount of work not
done—is essential.

1. The best architectures, requirements, and designs
emerge from self-organizing teams.

12, At regular intervals, the team reflects on how to become
more effective, then tunes and adjusts its behavior
accordingly.

6.3. Egy szabadon valasztott agilis médszertan: a SCRUM

A Scrum nem egy hagyomanyos folyamat, hanem egy "keretrendszer" (framework), amelyben a
komplex szoftverfejlesztést menedzselni lehet. Erdsen iterativ és inkrementalis. Harom f6 pillérre
épiil: Atlathatosag, Vizsgalat (ellendrzés) és Alkalmazkodas.

1. Scrum Szerepkorok (Roles)
A Scrumban nincsenek hagyomanyos projektmenedzserek, a felelosség szét van osztva:

e Product Owner (Terméktulajdonos): A megrendeld és az tizleti oldal képviseldje a
csapatban. O donti el, hogy MIT fogunk csinalni. Feladata a kdovetelmények listajanak
(Product Backlog) 0sszeallitisa és a feladatok fontossagi sorrendjének (prioritasanak)
meghatarozasa.

e Scrum Master: A folyamat feleldse. O egy "szolgald vezetd" (facilitator). Nem fénoke a
csapatnak! Az a dolga, hogy elharitsa a csapat eldl a munkat gatldé akadalyokat, és biztositsa,
hogy mindenki betartsa a Scrum szabalyait.

e Development Team (Fejlesztécsapat): Onszervezédd és keresztfunkcionalis (van benne
fejlesztd, teszteld, dizajner, aki csak kell a munkahoz). Altaldban 3-9 £6. Ok dontik el, hogy
HOGYAN oldjak meg a feladatokat.

2. Scrum Dokumentumok / Eszkozok (Artifacts)

e Product Backlog (Termék Teendélista): Az 6sszes olyan dolog (kévetelmény, funkcio, hiba,
javitas) listaja, amire a terméknek valaha sziiksége lehet. A Product Owner kezeli. Az elemei
gyakran "User Story" (Felhasznaloi torténet) formatumban vannak felirva.

e Sprint Backlog (Sprint Teenddlista): Az aktualis fejlesztési ciklusra (Sprintre) a
fejlesztcsapat altal kivalasztott feladatok listaja.

e Increment (Inkrementum / Novekmény): Az aktualis Sprint végén elkésziilt, letesztelt,
potencialisan kiadhaté (mikodoképes) szoftververzio.



3. Scrum Események (Ceremonies)

Minden esemény fix id6keretii (timeboxed).

Scrum - C ‘
Maslar&@ q & :

Product
Owner

Sprint: A Scrum szive. Egy 1-tdl 4 hétig terjedd, fix hosszusagl iteracio, amelynek sordn a
csapat létrehozza a Miikodo Szoftver-inkrementumot.

Sprint Planning (Sprint Tervezés): A Sprint legelején tartjak. A Product Owner felvazolja a
legfontosabb feladatokat, a Csapat pedig kivalasztja, hogy ebbdl mennyit tud biztonsaggal
megcsinalni a Sprint alatt (ez lesz a Sprint Backlog).

Daily Scrum (Napi Alléértekezlet): Minden nap ugyanakkor, ugyanott tartott max. 15 perces
megbeszélés a Fejlesztocsapatnak. Csak 3 kérdésre valaszolnak:

1. Mit csinaltam tegnap, ami segitette a Sprint céljat?
2. Mit fogok csindlni ma?
3. Van-e valamilyen akadaly (blocker) elttem?

Sprint Review (Sprint Attekinté / Demo): A Sprint végén a csapat megmutatja (demozza) a
megrendelének (€s a Product Ownernek) az elkésziilt, mikdod szoftvert.

Sprint Retrospective (Sprint Visszatekint6): A csapat (a Scrum Master vezetésével)
megbeszéli a Sprint soran szerzett tapasztalatokat. Mi ment jol? Min kellene javitani a
kovetkezé Sprintben a hatékonyabb munkaért?
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A Web miikodésének alapjai és Technoldgiai

7.1. A Web alapfogalmai és Szabvanyiigyi szervezetek

Alapfogalmak

Erdéforras (Resource): Barmi, ami azonosithaté egy URI-val a weben.

Informécio eréforras: Olyan eréforras, amelynek minden lényeges jellemzéje eldallithato és
atvihetd egy lizenetben.

Web: Az informacios tér, melynek lényeges elemeit globalis azonositok (URI-k) azonositjak.
Reprezentacio: Egy eréforras aktualis allapotardl informaciokat kodolo adat.

Tartalomegyeztetés (Content Negotiation): Ha egy eréforrashoz tobb reprezentacio is
tartozik (pl. angol és magyar nyelvii oldal, vagy PDF és HTML formatum), ez az a
mechanizmus, amely kivalasztja a felhasznalonak legmegfelelébbet.

Web agens (Web agent): A weben egy entitas nevében cselekvd szoftver. A User-agent
kifejezetten egy emberi személy nevében eljard szoftver (pl. a webbongészonk).

Web Szabvanyok és Szervezetek

A weben a kommunikacid protokolljait és formatumait szabvanyok rogzitik.

De-Facto szabvany: Gyakori hasznalatbol, piaci elterjedtségb6l fakadd (nem hivatalos)
szabvany (pl. QWERTY billentylizet, régi PDF).

De-Jure szabvany: Allami vagy nemzetkozi szabvanyiigyi testiiletek altal elirt szabvany.

Fobb szervezetek:

1. TANA (Internet Assigned Numbers Authority): IP cimek kiosztasat végzi, feliigyeli a DNS
gyokérzonakat, és nyilvantartja a kiilonboz6 protokollokat és portszamokat .

2. IETF (Internet Engineering Task Force): Az internet mérndki munkacsoportja, 6k fejlesztik
a TCP/IP alapi internet szabvanyokat, amelyeket RFC (Request for Comments)
dokumentumokban publikalnak .

3. W3C (World Wide Web Consortium): A legfontosabb webes szabvanyositod testiilet (6k
felelnek az XML, CSS szabvanyokért). Nyilt ajanlasokat (Recommendation) publikalnak a
"Web mindenkinek" elv alapjan .

4. WHATWG: A W3C-bol kivalt (majd azzal Ojra egyiittmiikdd) szervezet, amely a modern
webes technologiakat (HTMLS, DOM, URL) gondozza.

7.2. URI, URL és URN

Az URI (Uniform Resource Identifier) egy egységes erdforras-azonositd. A weben minden
er6forrasnak van URI-ja. Két f6 alcsoportja van:

URL (Locator): Nemcsak azonositja az eréforrast, hanem megadja az elérésének maédjat és
helyét is (pl. https://www.unideb.hu).

URN (Name): Helytdl fiiggetlen, tartds azonositd, amely csak megnevezi a dolgot, de nem
mondja meg, hol van (pl. egy kdnyv ISBN szdma: urn:isbn:0451450523).

Az URI szintaxisa:



séma: hierarchikus-rész [? lekérdezés] [# erdforrdsrész]
Példa: https.//example.com:80/search?term=scotland#results
e Séma (Scheme): https (pl. http, mailto, file)

e Hierarchikus rész: //example.com:80/search (Tartalmazza az autoritast/hosztot ¢és az
utvonalat)

o Autoritas (Host + Port): example.com:80
o Utvonal (Path): /search
o Lekérdezés (Query): term=scotland

e Eroforrasrész / Fragmens (Fragment): results (Az oldalon beliili horgony)

A A H e + Példa:
Altalanos szintaxis: https://wordery.com/search?term=scotland#results
séma ': ' hierarchikus-rész ['?"' lekérdezés] ['#' eréforrdsrész) A | /N | A | /A | /A : /
- A hierarchikus rész egy autoritas (authority) és egy utvonal (path) ( Sema e) host ‘(‘;;‘;;?1 19‘(‘;';3‘:/?5 erororra
komponenst tartalmazhat, szintaxisa: (fragment)
'// " autoritds Utvonal vagy Utvonal + Peélda:
+ Ha van autoritds komponens, akkor az tvonal ires kell, hogy legyen vagy a e “? : {9‘79“57'@ peter@inf.unideb. hff\ﬂ'blect-u"*’;
'/ karakterrel kell, hogy kezd&djon. T I
+ Ha nincs autoritas komponens, akkor az Utvonal nem kezdddhet két ' /' séma atvonal lekérdezés
karakterrel. (scheme) (path) (query)

7.3. A HTTP Protokoll (Hypertext Transfer Protocol)

Allapotmentes (stateless), alkalmazasi rétegbeli kérés-valasz (client-server) alapt protokoll.
Uzenetek felépitése:

Mind a kérés (Request), mind a valasz (Response) két f6 részbdl all:

1. Fejléc (Header / Vezérlo adatok): Tartalmazza a metodust/allapotkodot, a szoftver verziojat,
¢s a metaadatokat (pl. Content-Type, User-Agent) .

2. Tartalom (Body): A tényleges adat (pl. a HTML kod vagy a letoltott kép).

{,-5,;,4?; /= GET sindex.html HTTP/1.1 ﬁ 7

User-Agent: Browser

~ ol Host: www.example.com
Jlffm Accept: */*

( \
‘ < Ueesryy
—— % y /5 HTTP/1.1 260 OK
¢ ) M pate: Fri, 23 Aug 2819 13:15:42 GMT
] content-Type: text/html
Mo Content-Length: 1824
frd <IDOCTYPE html>
<html=
<head=
.{: <title>Hello, world!</title>
boed
,
HTTP Metodusok:

e GET: Eroforras lekérése. Csak adatot olvas, a szerveren nem valtoztat semmit.

e HEAD: Ugyanaz, mint a GET, de a szerver csak a fejléceket kiildi vissza, tartalmat (body)
nem. J6 metaadatok ellenérzésére savszélesség sporolasaval.



e POST: Adat kiildése a szervernek feldolgozasra (pl. Grlap bekiildése, 0j eréforras létrehozasa)

e PUT: Egy meglév erdforras teljes lecserélése/frissitése (ha nem létezik, 1étrehozza) .
e DELETE: Erdforras torlése.

e OPTIONS: Lekérdezi, hogy az adott eré6forrdson milyen metdodusok (kommunikacios opciok)
engedélyezettek .

HTTP Allapotkédok (Valaszkédok) :
o Ixx (Informacids): A kérés megkapva, a folyamat folytatodik.
e 2xx (Siker): A kérés sikeresen megérkezett és feldolgozva (pl. 200 OK, 201 Created).

e 3xx (Atiranyitas): Tovabbi miiveletre van sziikség a kérés befejezéséhez (pl. 301 Moved
Permanently).

e 4xx (Kliens hiba): A kérés hibas, vagy a kliensnek nincs jogosultsaga (pl. 400 Bad Request,
403 Forbidden, 404 Not Found).

e 5xx (Szerver hiba): A szerver hibat észlelt a szerver oldalon (pl. 500 Internal Server Error).
Tartalomegyeztetés és Siitik (Cookies)

e Proaktiv / Szerver vezérelt egyeztetés: A bongészo a kérés fejlécében elkiildi a preferenciait
(pl. Accept-Language: hu), és a szerver ez alapjan valasztja ki a megfelel6 tartalmat. Elonye a
kényelem, hatranya, hogy a szervernek kell talalgatnia a kliens igényeit .

e Reaktiv / Agens vezérelt egyeztetés: A szerver visszakiild egy listat a valaszthato opcidkrol,
¢és a bongészo (vagy a felhasznalo) valaszt. Hatranya, hogy plusz egy kérés-valasz kort (id6t)
igényel .

Siitik (Cookies): Mivel a HTTP allapotmentes (nem emlékszik a korabbi kérésekre), a munkamenetek
(pl. bejelentkezés) kezelésére Siitiket hasznalunk . A szerver a valaszban kiild egy Set-Cookie fejlécet
(név-érték parral). A bongészo ezt elmenti, és minden tovabbi kérésnél visszakiildi a szervernek, igy a
szerver "felismeri" a felhasznalot . Hasznaljak még testreszabasra és kovetésre is. (Attributumai:
Expires, Secure, HttpOnly) .

7.4. Jelolonyelvek és a DOM (XML és HTML)
A webes adatok strukturalasara jellonyelveket haszndlunk.

e XML (eXtensible Markup Language): Altalanos célu, adatok leirasara és adatcserére kitalalt
nyelv. Nincs elére definidlt cimkekészlete (barmilyen taget kitalalhatunk benne). Szigoru
szintaxisu, adatorientalt .

e HTML (HyperText Markup Language): Prezentaciés céli nyelv, az informaciok
webboOngészoben vald megjelenitésére. Elore definialt cimkéi vannak (pl. <h1>, <p>, <a>). A
web elsddleges nyelve (jelenleg HTMLYS) .

o XML: @ HTML:

" " T ’ . Elére definialt cimkekészlet hasznalata
o Nincs elére definialt cimkekészlet o Thore delinialt cimkekesziet naszn
o Célja informacié megjelenités

o Célja adatok leirasa o Egy prezentacids nyelv
o Adatcsere formatumként hasznaljak o Tekintheté az XML egy specidlis alkalmazisinak (XHTML)

DOM (Document Object Model): Amikor a bongész6 beolvassa a HTML kddot, a memoriaban
felépit beldle egy fa-strukturat, a DOM-fat . Ez egy API (programozasi feliilet), amelyen keresztiil (pl.



JavaScript-tel) a dokumentum elemei elérhet6k és manipulalhatok (modosithatok, tordlhetok).

= |

<html>

« Minden ilyen dokumentumot egy fa abrazol, mely az | (™
alabbi fajta csomépontokbal all:

- Document, DocumentType, DocumentFragment,
Element, Text, ProcessingInstruction és
Comment.

</head>

</html>

7.5. Stiluslapok: CSS (Cascading Style Sheets)

A CSS felel a strukturalt HTML dokumentumok megjelenitéséért (dizajn). A legfobb elv: a tartalom
(HTML) és a megjelenés (CSS) szigort szétvalasztasa.

Dobozmodell (Box Model): A weblapon minden elem egy téglalap alaki doboz. Ennek rétegei befelé
haladva :

1. margin (Kiilsé margd: az elemek kozotti tavolsag)
2. Dborder (Keret/Szegély)
3. padding (Belsé margo6: a keret és a tartalom kozotti tér)

4. Content (Maga a tényleges tartalom)

T

margin 1
i

r
| border
|

padding
| v
I <Tartalom> - - -
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|
|
|
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]
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Szelektorok (Kivalasztok): Megadjak, hogy a CSS szabaly melyik HTML elemre vonatkozzon.
e Elem szelektor: p { ... } (Minden bekezdésre)
e Osztaly szelektor: .nav { ... } (Ahol class="nav")
e D szelektor: #main { ... } (Ahol id="main")
e Kombinatorok: div > p (A div kozvetlen gyermek p elemeire)
thead th { : darkgrey }
“nav > div { : }

p = img:only-child { O

hli + p { 10}
img ~ span { i red }
Specifikussag (Prioritas): Ha egy elemre tobb, egymasnak ellentmond6 CSS szabdly is illeszkedik, a
bongészo egy pontszdm (a, b, c) alapjan donti el, melyik nyer:
e a pont: ID szelektorok szama a szabalyban.

e b pont: Osztaly (class), attribitum és pszeudo-osztaly szelektorok szama.



e c pont: Elem és pszeudo-elem szelektorok szama. (Megj: Az "inline" stilus, amit egyenesen a
HTML tagbe irnak, minden fenti szabalyt feliilir).

Kivalaszté Specifikussag

; (a=0,b=0,c=0)
div (@=0,b=0,c=1)
p::first-letter (@a=0,b=0,c=2)
a img

hi + p

div[class=nav] (@a=0,b=1,¢c=1)
div.nav

#main *:lang(en) (a=1,b=1,c=0)

7.6. JSON (JavaScript Object Notation)

Konnytsulyu, szovegalapu adatcsere-formatum. Az XML modern alternativaja (foleg webes
API-knal).

e Elénye az XML-lel szemben: Sokkal rovidebb, ember és gép szamara is kdnnyebben
olvashatd, JavaScript-ben nativan feldolgozhato, €s jobban tiikkrézi az objektumorientalt
adatszerkezeteket (tombok, kulcs-érték parok) .

e Adattipusai: Szoveg (String), Szam (Number), Logikai (Boolean), Null, Témb (Array - []),
Objektum (Object - {}).



Szamitogép-halozatok
8.1. Halozati alapfogalmak és Osztalyozasi szempontok
Alapfogalmak

e Szamitégép-halézat: Autondom (6nallo) szamitégépek valamilyen adatatviteli modszerrel
megvalositott, 6sszekapcsolt rendszere.

e Célja: Kommunikacio, er6forras-megosztas, skalazhatdosadg, megbizhatosag novelése.

e Csomoépont (Node): Onélls, kommunikiciora képes, sajat halozati cimmel rendelkezd
eszkoz. Lehet végpont (End-node, pl. PC, szerver) vagy koztes csomopont (Network node, pl.
router, switch).

o Adatatvitel elemei: Kozeg (kabel, levegé/radidhullam), Jel (analdg vagy digitalis fizikai
mennyiség), Csatorna.

Kapcsolasi modok (Hogyan jut el az adat A-bo6l B-be?)

1. Vonalkapcsolt (Circuit-switched): A kommunikacié idejére egy dedikalt, fizikai vonal épiil
fel a két fél kozott (pl. hagyomanyos telefonhalozat).

2. Csomagkapcsolt (Packet-switched): Az adatokat kisebb csomagokra bontjak, amelyek
egymastol fiiggetleniil, a halozat aktualis terheltségétol fiiggden keresnek utat a célig (pl.
Internet).

3. Uzenetkapcsolt: A  teljes iizenet egyben utazik csomoépontrél —csomoépontra
(Store-and-forward elv).

A szamitégép B szamitégép
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Halozatok osztalyozasa Kiterjedés szerint

1. BAN (Body Area Network): Az emberi testen vagy testben 1évé eszkozok (pl. okosora,
pacemaker).

2. PAN (Personal Area Network): Személyi halozat (par méter, pl. Bluetooth eszk6z5k).
3. LAN (Local Area Network - Helyi halozat):

o Meéret: Néhany km, egy épiilet vagy intézmény (pl. SOHO - Small Office/Home
Office).

o Jellemz6k: Allandd hozzaférés, nagy sebesség (10 Mbps - 10 Gbps), a haldzat az
intézmény sajat tulajdona.

o Eszkozok: Switch, Access Point, UTP kabel.

4. MAN (Metropolitan Area Network): Varosi halozat. Egy varosrészt vagy varost fed le (pl.
egyetem kiilonbozo telephelyei). LAN technologidkra épiil.



5. WAN (Wide Area Network - Kiterjedt halozat):
o Meéret: Hatalmas, foldrajzilag elkiilonitett teriiletek (orszagok, kontinensek).

o Jellemzdk: Szolgaltatotol (ISP) bérelt vonalak, 0sszetettebb technologia.
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8.2. Halo6zati rétegmodellek (OSI és TCP/IP)

A halézati kommunikaciot rétegekre bontjuk. Minden réteg csak az alatta 1évd szolgaltatasait
hasznalja, és a felette 1évonek nytijt szolgaltatast.

e Beagyazas (Encapsulation): Lefelé haladva minden réteg hozzateszi a sajat fejlécét (Header)
az adathoz. Felfel¢ haladva (Decapsulation) ezeket a fejléceket a fogadd gép rétegei leolvassak
és eltavolitjak.
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Az OSI (Open Systems Interconnection) 7 rétegii modellje:

1. Fizikai réteg (Physical): Bitek (0 és 1) tovabbitasa a fizikai kdzegen. Elektromos, mechanikai
jellemzok (pl. kabelek, fesziiltségszintek). PDU (Protokoll adategység): Bit.

2. Adatkapcsolati réteg (Data Link): Fizikai (MAC) cimzés, hibajavitds a szomszédos
csomopontok kozott. Két alrétege van: LLC és MAC. PDU: Keret (Frame).

3. Halozati réteg (Network): Logikai (IP) cimzés és utvonalvalasztas (Routing) a haldézatok
kozott. PDU: Csomag (Packet).

4. Szallitasi réteg (Transport): Végpontok (alkalmazasok) kozotti megbizhatd vagy
megbizhatatlan adatatvitel, portszamok kezelése. PDU: Szegmens (Segment).

5. Viszony réteg (Session): Felépiti, kezeli és lebontja a kommunikacioés dialogusokat
(munkameneteket). PDU: Uzenet.

6. Megjelenitési réteg (Presentation): Adatkonverzio, koédolas (pl. ASCII), titkositds ¢€s
tdmorités. PDU: Uzenet.

7. Alkalmazasi réteg (Application): Halozati szolgéltatdsokat nytjt a felhasznaldi
programoknak (pl. HTTP bongészéshez, SMTP e-mailhez). PDU: Uzenet.



5. releg protokoll

....... 4. reteg protokell Halozati réteg
Utvonalkivalasztas és IP (logikai cimzés)

Adatatviteli kozeg

A TCP/IP (Internet) 4 rétegii modellje:

A gyakorlatban hasznalt modell, amely 6sszevonja az OSI rétegeit:
1. Halézat-elérési réteg (OSI 1-2. réteg)
2. Internet réteg (OSI 3. réteg - [P protokoll)
3. Transzport réteg (OSI 4. réteg - TCP, UDP)

4. Alkalmazasi réteg (OSI 5-6-7. rétegek egybevonva)

OSI Rétegek TCP/IP Rétegek
7 | Applikicios réteg | | Applikicios réteg |
[ [ Prezentacios réleg | | S
Nings jelen a
5 l Session réleg | l TCP/IP modellben
4 | Transzport réteg | | Transzport réleg |
3| Halozwireg | | Halozatiréteg |

2 | Adatkapesolati réteg Gép a hilozathoz

I Fizikai réteg réteg

Hibrid referenciamodell - Ezt hasznaljuk




5 Applikacios reteg

4 Transzport réteg
3 Halozati réteg

2 Adatkapcsolati réteg

1 Fizikai réteg

8.3. IP technoldgia és Cimzési rendszere
Az IP (Internet Protocol) egy haldzati rétegbeli, 6sszekottetés-mentes (datagram alaptl) protokoll.
IP Csomag (Datagram) fejléce (Header):

Tartalmazza: Verzié (IPv4/IPv6), Teljes hossz, TTL (Time To Live - Elettartam, nehogy végtelen
ciklusba essen a csomag), Protokoll (pl. TCP vagy UDP kodja), Forras IP cim, Cél IP cim.

Lhpevclor

PRI ST T T N N T TS Y YA OO MO MO
Verzi6 IHL Szolgaltatis Teljes hossz
tipusa i
AzOnosité E F{ Fragment offset
Transzport réteg i .
TTL pmg'cﬁmll “ Fejrész ellendrzd dsszeg

Felado (forris) IP cime

Cimzett (cél) IP cime

Opcionalis mezd(k)

IP Cimosztalyok (IPv4 - 32 bit):

A 32 bites IP cimet 4 darab 8 bites (0-255) decimalis szamként irjuk fel. A cim két részbdl all: Halozat
azonositoé (Network ID - N) és Gép azonosité (Host ID - H).

e A Osztaly: Kezdébit 0. Els6é bajt tartomanya: 0-127. Alap maszk: /8 (N.H.H.H). Hatalmas
halézatoknak (16 millié gép).

e B Osztaly: Kezdobitek 10. Els6 bajt tartomanya: 128-191. Alap maszk: /16 (N.N.H.H).
Kozepes halozatoknak (65 ezer gép).

o C Osztaly: Kezdébitek 110. Els6 bajt tartoméanya: 192-223. Alap maszk: /24 (N.N.N.H). Kis
halézatoknak (254 gép).



IP cimosztalyok: | 7 24
/n  Decimilis /n  Decimailis
A osztaly: IO‘ Network#l Host # |
/1 | 128.0.0.0 /17 | 255.255.128.0
/2 | 192.0.00 /18 | 255.255.192.0 11 14 16
B osztaly: )
/3 | 224000 /19 | 255.255.224.0 ‘ I [ 0 ’ Network # ’ Host # ‘
/4 | 240.0.0.0 J20 | 255.255.240.0 111 21 8
/5 | 248.0.0.0 /21 | 255.255.248.0 ‘ 1 ‘ 1 | 0 ‘ Network # ‘ Host # |
/6 | 252.0.0.0 /22 | 255.255.252.0 - Osztalyozasi (els6 bajt) szabaly:
"l? 254000 J23 2552552540 Osztily  KezdGbit(ek) 1. Bdjt értéke Prefix Haldzat N szamossiga H szdmossdga
A 0 0-127 ,fS N.0.0.0 N.255.255.255 126 11 256 * 256 %256 -2
/8 255.0.0.0 qu 255.255.355.0 B 01 128-191 116 N.N.O.O N.N.255.255 64 * 256 256 *256-2
[« 110 192-223 f24 N.N.NO N.N.N.255 32* 256" 256 2562
/9 255.128.0.0 /25 255.255.255.128 IP cimkezelés (példak, IPv4):
/10 | 255.192.0.0 /26 | 255.255.255.192 IP M N H Megjegyzés
a) |13.1945811 | 255.0.0.0 13.0.0.0 0.194.58.11 NésH
/11 | 255.224.0.0 /27 | 255.255.255.224 b) [13.1945812 |/8 13.0.0.0 01945812 |NésH
12 | 255.240.0.0 /28 | 255.255.255.240 ) |13.194.58.255 | /24 13.194.58.0 | 0.0.0.255 N és specidlis H
d) |13.194.58.16 | /28 13.194.58.16 |0.0.0.0 N és specialis H
/13 | 255.248.0.0 /29 | 255.255.255.248 e) |192.168.31.107 |255.192.0.0 192.1280.0 | 0.40.31.107 NésH
p1a | 2ssszi ol p—— f) |192.169.31.108 | /10 192.128.0.0 | 0.41.31.108 N és H
g) |192.170.31.255 |/20 192.170.0.0  |0.0.31.255 N és specialis H
/15 | 255.254.0.0 /31 | 255.255.255.254 h) [192.170.32.0 | 255.255.224.0 |192.170.32.0 |0.0.0.0 N és specialis H
P — T Pep—— i) [201.69.254.255 |255.255.128.0 |201.69.128.0 |0.0.126.255 NésH
i) |223.69.255.255 | /16 223.69.0.0 0.0.255.255 N és specialis H

ICMP (Internet Control Message Protocol):

Az IP vezérld6 mechanizmusa. Mivel az [P Onmagaban nem garantalja a célba érést, az ICMP
hibatizeneteket és diagnosztikai adatokat kiild (pl. Destination Unreachable vagy a jol ismert ping

parancs visszhang kérése).

|IIII|I||IIIIJI

Tipus

Kod

Ellenorzo osszeg

Tipus specifikus adat

8.4. Forgalomiranyitas (Routing)

A csomagok célba juttatasa halozatokon keresztiil a legoptimalisabb tutvonalon. A routerek
(Gtvalasztok) egy Routing tablat hasznalnak, amely megmondja, hogy egy adott célhaldzat felé
melyik kimend interfészen (Next hop) kell tovabbitani a csomagot.

Célhalozat

Netmask

Kimend interfész

Kovetkezé csomdpont (next hop)

Metrika

Forgalomiranyitas fajtai:

1. Statikus Routing: A rendszergazda kézzel, manudlisan t6lti fel a routing tablat. Kicsi, nem
valtozo haldzatoknal jo.

2. Dinamikus

Routing: A routerek egy routing protokoll segitségével automatikusan
megtanuljdk a halozat szerkezetét egymastol.




o Belsd (IGP): Egy autoném rendszeren (pl. egy cég haldzatan) beliil. (Protokollok: RIP,
OSPF, EIGRP).

o Kiils6 (EGP): Kiilonb6zé autonom rendszerek (pl. internetszolgaltatok) kozott.
(Protokoll: BGP).

Dinamikus Routing Algoritmusok:

e Tavolsagvektor alapu (Distance Vector - pl. RIP): A Bellman-Ford algoritmust hasznalja. A
routerek csak a kozvetlen szomszédjaiknak kiildik el a teljes tadblajukat. Lassan reagal a
valtozasokra, elofordulhat "végtelenig szamolas" hibaja. (Metrika: ugrasok szama/Hop count).

- Algoritmus lépései:
1. Csomopont; mindegyik k szomszédjatol megkapja a D(k, j) értéket.
2. Mindegyik csomépont, szomszédtol érkezett Dik, j) érték alapjan
tavolsdg metrika szamolas: X, ; := d(ik) + D[k, j)
3. Ha X ; < Dfi, j), akkor csomdpont, elénydsebb uton van, ezért D(i, j) := X ;
4. Ciklusidd varakozas, majd folytatas 1. [épésnél.

- Az eljaras véges szamu lépés utan optimalis utat szolgéltat a forras és cél csomépontok
kozott.

e Link-illapot alapu (Link-State - pl. OSPF, IS-IS): A Dijkstra (SFP) algoritmust hasznalja.

Minden router ismeri a halozat teljes topoldgidjat. Gyorsan reagal a haldzati valtozasokra,
megbizhatobb, de a szamitas komplexebb.

Mechanizmus ismételt Iépései:

1. Szomszédok felfedezése.

2. A szomszédok felé vezetd kapcsolat (link) koltségének mérése (érzékelés és szamolds).

3. PDU készitése a mérési eredményekrél.

4. A készitett PDU kuldése (update) a haldzati forgalomiranyitasi tartomany osszes
Utvélasztéjanak, tobbes formajdban (elarasztas).

5. Minden router ismeri a teljes haldzati topoldgiat, és ki tudja szamitani (pl. Dijkstra
algoritmussal) a tébbi routerhez vezet6 optimalis utat (feszit6fa, spanning tree szamitas).

Tulajdonsdg QSPF 15-1S
Routing protokoll Dijkstra SFP
VLSM/CIDR Igen
Update Elarasztasos
Area Link-ek Utvilasztdk
Update széllitas IP csomagban Adatkapcsolati keretben
Gerinc Area 0 Tobb router kézésen
Rugalmassag Alacsony Magas
Komplexitis Magas MNagyon magas
Security Magas Nagyon magas
Meghizhatdsag Magas Nagyon magas
IPv6 tdmogatds OSPFv3 Alapbdl, barmit

8.5. Szallitasi réteg: TCP és UDP

A szallitasi réteg feladata az alkalmazasok kozotti adatcsere biztositdsa Portszamok (cimek)
segitségével. Két f6 protokollja van:



Host 1 Host 2
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1. UDP (User Datagram Protocol)

o Jellemzéi: Osszekottetés-mentes, NEM megbizhat6. Nem garantilja a célba érést és a
sorrendiséget. Nincs nyugtazas.

e Eldnye: Nagyon gyors, kicsi az adminisztracios terhe (Overhead: csak 8 bajtos a fejléce).

e Hol hasznaljuk? Ahol a sebesség fontosabb a pontossagnal, és belefér egy-egy adatcsomag
elvesztése (pl. VoIP hanghivasok, videostreaming, online jatékok, DNS).

e Fejléce: Forras portszam, Cél portszam, Hossz, Ellen6rz6 sszeg.

UDP szegmens fejrész szerkezete:
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Forras portszam Cél portszam

Hossz (bajt) Ellendrzo Gsszeg

1. s26: Forras portszam (16 bit), Cél portszam (16 bit).
2. 526: UDP szegmens hossza (16 bit), Fejrész ellenérzd 6sszeg (16 hit).

UDP szegmens rakrész:
- Tetsz6leges tartalom (barmilyen réteg PDU).
- El&nyas tlzfalakon tovabbitott protokollok athidalasara.
- Bithiba javitasat, illetve egynél tébh vagy kevesebb példanyos kézbesités kezelését a
rakrészben szallitott PDU protokolljara bizza.

2. TCP (Transmission Control Protocol)

o Jellemzéi: Osszekottetés alapt, megbizhat6. Garantalja az adatok sorrendhelyes és hianytalan
megérkezését. Flow control (adatfolyam-szabalyozas) és Congestion control (torlodaskezelés)
is van benne.

o Fejléce: Joval nagyobb (20-60 bajt). Tartalmazza a Sorszamot (SEQ) az adatok sorrendbe
rakasahoz, a Nyugtizas szamat (ACK) a visszaigazolashoz, ¢és az Ablakméretet a
forgalomszabalyozashoz.

e Hol hasznaljuk? Amikor minden egyes bitnek pontosan és sorrendben meg kell érkeznie (pl.
HTTP weboldalak, FTP fajlatvitel, e-mail).
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Forras portszam Cél portszam

Sorszam (SEQ No.)

Megerésités szama (ACK No.)

U[A[P|R|S[F
Data Foglalt ~ |R|c|s|s|[ Ablakméret
Offset al k| ul ] NN
Ellenérz6 6sszeg URG pointer
Opciok Kitéltés

TCP Kommunikaciés Fazisok:
1. Felépités (Haromutas kézfogas / 3-way handshake):
o Kliens = Szerver: SYN (Szeretnék kapcsolodni, kezdésorszamom: X).

o Szerver — Kliens: SYN + ACK (Rendben, vettem az X-et. En is kapcsolodnék,
kezdbsorszamom: Y).

o Kliens = Szerver: ACK (Rendben, vettem az Y-t. Kezdédhet az adatatvitel).

2. Adatatvitel: Folyamatosan ndvekvO sorszamokkal kiildik a szegmenseket, amire a fogado
folyamatosan ACK nyugtakat kiild. Ha nincs nyugta, a kiild6 ujra elkiildi a csomagot.

3. Lebontas (Négyutas kézfogas): A felek FIN (Finish) csomagokkal jelzik, hogy nincs tobb
kiildend6 adat, amit a masik fél ACK-val nyugtaz.

1. TCP kommunikaciés mechanizmusok: Osszekdttetés fazisai:

A. Felépités (Setup) fazis: haromutas kézfogas (three-way handshake): SYN - SYN/ACK - ACK
1. Kliens: kapcsolat kiépitésének kezdeményezése:
- Portszamok és kezdésorszam beallitasa (pl. SEQ_No = 200); Jelzdbitek: SYN=1, ACK=0.
2. Szerver: jovahagyo valasz-lizenetet kildése:
- Portszamok felcserélése; Sajat kezdGsorszam bedllitdsa (pl. SEQ_No = 1450).
- Nyugta sorszam beallitdsa: kapott SEQ érték+1 (pl. ACK_No = 201). SYN = 1; ACK = 1.
3. Kliens: jovahagyas kiildése:
- Portszamok felcserélése; Sajat szegmens-sorszam beallitasa (pl. SEQ_No = 201).
- Nyugta sorszam beallitdsa: kapott SEQ érték+1 (pl. ACK_No = 1451); SYN = 0; ACK = 1.
Web Web
Browser Server

SEQ=200
D SYN, DPORT=80, SPORT=1027 E
= . —_—

SYN, ACK, DPORT=1027, SPORT=80

SEQ=201, ACK=1451
ACK, DPORT=80, SPORT=1027




1. TCP kommunikdaciés mechanizmusok: Osszekéttetés fazisai (folyt.):
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B. Adatatvitel (Transfer) fazis

TCP és UDP Osszehasonlité Tablazat

Szempont

Kapcsolat tipusa

TCP

Osszekodttetés alapl

Id6é

|0

C. Lebontas (Release) fazis (négy-utas)

ubDP

Osszekottetés mentes

Felhasznalé alkalmazas

Magas meghbizhatdsag, korlatos id6érzékenység

Rovid kérelmek, id6érzékeny jelleggel

Tipikus alkalmazasok

HTTPR, HTTPs, FTP, SMTP, Telnet, SSH

DNS, DHCP, TFTP, SNMP, RIP, VoIP

Szegmens sorrend tartas

lgen

Nem

Atviteli sebesség

Alacsonyabb, mint UDP esetén

Magasabb, mint TCP esetén

Szegmens overhead

20..608B

gB

Hasonlé mezék fejrészben

Forréds port, Cél port, Ellendrzd 6sszeg

Forras port, Cél port, Ellenérzd osszeg

Adatok stream-elése

Bajtsorozat szinten

Uzenet szinten

Kéltség Kapcsolat felépités miatt magas Alacsony (datagram-szer(i)
Adatfolyam szabalyozas Igen Nem

Nyugtazas lgen Nem

Kézfogas Harom-utas (Setup), Négy-utas (Release) Nincs

IPv6 felhasznalas Igen Igen

Targyak Internete (loT) Korlatozottan Igen

(Megjegyzés: A szegmens fejrész ellendrzo Gsszegenek szamitasanal mindkét protokoll hasznal egy
ugynevezett "alfejrészt" (Pseudo Header), amihez az IP fejrészt (Forras és Cél IP), a Protokoll ID-t és
az L4 PDU hosszdat vonjak be a biztonsag novelése érdekében).




Szegmens fejrész ellendrzd 6sszeg szamolasi algoritmusa (UDP és TCP esetén):

- Socket = (IP cim, Port) azonositopar.

- Biztonsagi funkcid célja: a kapcsolathoz tartozé Socket par ellenérzése
Forras_Socket(Forras IP cim, Forras Port) és Cél_Socket(Cél IP cim, Cél Port).

- Ellenérzé kéd kiszamoladsa alfejrész segitségével.

Alfejrész (Pseudo Header) szerkezete: IP forrascim (4 B)
- IP fejrészb6l szarmazé mezék:
- Forrds IP cim (32 bit)

- Cél IP cim (32 bit) IP célcim (4 B)
- Toltelék (0x00)
- Protokoll ID (TCP: 0x06, UDP: 0x17) Prot. ID m
- Szegmens fejrészbdl szarmazé mezdk:
- L4 PDU hossz (fejrész + rakrész) L4 PDU hossz

- Ellendrzé osszeg: 12 B Gsszege L4 ellenérzé Gsszeg




	Matematikai és számítástudományi ismeretek: 
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